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II. DINÂMICA DE MEIO CONTÍNUO
 A. Equação de Continuidade
 Consideramos a distribuição de N partículas (N À 1), distribuidas num espaço. Quando
 N À 1, como no caso de atomos de ar numa sala, é conveniente introduzir a noção de
 densidade do que tentar especificar posções de todas as partículas. Cada ponto do espaço,
 digamos r,definimos a densidade por
 ρ (r) = lim∆V→0
 ∆N
 ∆V,
 onde ∆V é um pequeno volume em torno do ponto r,e ∆N é o número de partícula dentro
 desse volume. Naturalmente, do ponto de vista física, o limite acima não pode ser consid-
 erado no sentido matemático, pois se ∆V fica tão pequena, pode não ter nenuma partícula
 no volume. Da definição acima, o número de partículas num volume finito V é dado por
 N∈V =
 ZV
 dV ρ (r)
 Quando as partículas movimentam, então, o número de partículas, a densidade também
 varia no tempo em cada posição:
 ρ (r)→ ρ (r, t) .
 e igualmente o número de partículas no volume V,
 N∈V → N∈V (t) ,
 pois em princípio, as partículas podem sair e entrar neste volume. Se não existem mecan-
 ismos que destroi ou cria partículas, a variação de partículas é devida a saida e entrada
 através da superfície S do volume. A superfície de um volume V pode ser decomposta em
 pequenos elementos de superfície {dσ} , como ilustrado na figura abaixo.
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Convencionamos que o vetor dσ que representa o elemento de volume tem direção normal a
 superfície apontando fora do volume. O módulo |dσ| é a área do elemento de superfície.Em cada ponto de espaço, podemos definir a corrente (fluxo) de partículas por
 j = ρv,
 onde v é a velocidade média de partículas numa pequena volume ∆V.Assim, j é o número
 médio de particulas que atravessa a unidade de área perpendicular a j,no unidade do tempo
 t. Naturalmente j é função de posição. r e também no tempo t.
 j = j (r, t) .
 Pela definição, o número de partículas que atravessa o elemento de superfície dσ na unidade
 do tempo t éd (∆N)
 dt= j · dσ.
 Como falamos, a variação do número de partículas no volume V é causado pelas entradas
 e saidas das partículas da superfície, se não há mecanismo de criação e aniquilação de
 partículas. Neste caso, Ij · dσ
 dá o número de partículas saindo do volume V na unidade do tempo t.Temos portanto,
 dN
 dt= −
 Ij · dσ,
 onde o sinal − representa que a integral conta o número de partículas que saem do volume,portanto, reduz o número de partículas dentro do volime. Assim, temos
 d
 dt
 ZdV ρ (r, t) = −
 Ij · dσ. (153)
 Note que a igualdade acima representa o fato de que não há mecanismo de criar ou de-
 struir partículas, mas a variação de número de partículas no local é devido a transporte das
 partículas. Ou seja, a Eq.(153) representa a conservação de partículas.
 Por outro lado, o teorema de Gauss, que vale independentemente o significado físico,IS
 j · dσ =ZV
 dV³∇ · j
 ´e usando
 d
 dt
 ZdV ρ (r, t) =
 ZdV
 ∂ρ (r, t)
 ∂t,
 59
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a Eq.(153) fica ZdV
 ∂ρ (r, t)
 ∂t= −
 ZV
 dV³∇ · j
 ´ou Z
 dV
 ½∂ρ (r, t)
 ∂t+³∇ · j
 ´¾= 0. (154)
 Note que essa equação vale para qualquer volume V. Isto implica em que o integrando deve
 ser nula, ou seja,∂ρ (r, t)
 ∂t+³∇ · j
 ´= 0, (155)
 ponto a ponto.
 IMPORTANTE! Note que essa condição de que a Eq.(154) vale para ∀V é fundametal
 para concluir a Eq.(155).
 A Eq.(155) é conhecida como a equação de continuidade.
 B. Coordenadas Curvilineares
 1. Teorema de Gauss em coordenadas curvilineares
 Para especificar a posição, utilizamos a base (ex, ey, ez) e
 r =
 ⎛⎜⎜⎜⎝x
 y
 z
 ⎞⎟⎟⎟⎠pelo sistema de coordenadas Cartesianas. Podemos utilizar também o sistema de coorde-
 nadas esfericas,
 r = rer,
 onde
 er =
 ⎛⎜⎜⎜⎝sin θ cosφ
 sin θ sinφ
 cos θ
 ⎞⎟⎟⎟⎠
 60
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e introduzimos os dois vetores
 eθ =∂er∂θ
 =
 ⎛⎜⎜⎜⎝cos θ cosφ
 cos θ sinφ
 − sin θ
 ⎞⎟⎟⎟⎠
 eφ =1
 sin θ
 ∂er∂φ
 =
 ⎛⎜⎜⎜⎝− sinφcosφ
 0
 ⎞⎟⎟⎟⎠Podemos verificar facilmente que os tres vetores, {er, eθ, eφ} formam uma base ortonormal
 e expressamos o vetor de deslocamento dr por
 dr = dr er + rdθ eθ + r sin θ dφ eφ. (156)
 Usando o fato que {er, eθ, eφ} é uma base ortonormal, temos
 |dr|2 = (dr er + rdθ eθ + r sin θ dφ eφ)2
 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2.
 Da Eq.(156), podemos definir 3 vetores,
 ξr = er,
 ξθ = reθ,
 ξφ = r sin θeφ,
 que são ortogonais, e a distância física associada a variação de parametros de coordenadas,
 r, θ, φ é dada por
 ds2 = dr2 = (dr)2 ξ2r + (dθ)2 ξ2θ + (dφ)
 2 ξ2φ. (157)
 que mostra que os tres vetores ortogonais, drξr, dθξθ, dφξφ são usados para medir a distância
 física em termos de teorema de Pitágoras, ou seja, a geometria Euclidiana. Podemos ex-
 pressar o deslocamento associada ao pequeno deslocamento dr, podemos utilizarnξr, ξθ, ξφ
 ocomo base,
 dr = drξr + dθξθ + dφξφ. (158)
 Importante! Os novos coordenadas, r, θ, φ não tem mesma dimensão. Consequentemente,
 na expressão acima, os vetores
 ξr, ξθ, ξφ
 61
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não temmesma dimensão. Isto implica que se utlizamos a basenξr, ξθ, ξφ
 o, precisamos
 tomar cuidado para definir o produto escalar, pois o produto escalar é utlizado a
 distância.
 Vamos generalizar a discussão aqui para outros sistemas de coordenadas não cartesianos.
 Consideramos uma transformação de variáveis,
 x = x (u1, u2, u3) ,
 y = y (u1, u2, u3) ,
 z = z (u1, u2, u3) .
 Os novos parâmetros, (u1, u2, u3) servem como coordenadas para idenficar a posição, desde
 que a correspondência
 (x, y, z)⇐⇒ (u1, u2, u3)
 é univoca em (quase) todos os pontos.
 Da Eq.(158), podemos expressar os 3 vetores,nξi, i = 1, 2, 3
 opor
 ξi =∂r
 ∂ui, i = 1, 2, 3.
 Eles não são normalizados e nem tem necessariamente mesma dimensão. Introduzimos 3
 vetores normalizados,
 {ei, i = 1, 2, 3}
 por
 ei =1¯ξi
 ¯ξi,tal que |ei| é normalizado,
 |ei| = 1.
 Chamamos
 hi =¯ξi
 ¯=
 ¯∂r
 ∂ui
 ¯.
 Temos
 dr = du1 h1e1 + du2 h2e2 + du3 h3e3, (159)
 62
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Em geral, hi depende da posição, ou seja, eles são funções de variáveis, (u1, u2, u3) . No caso
 (u1, u2, u3)→ (r, θ, φ) , vimos que
 h1 = 1,
 h2 = r,
 h3 = r sin θ.
 e
 ξr = h1e1,
 ξθ = h2e2,
 ξφ = h3e3.
 Mas para uma transformação mais geral, a ortogonalidade de {ei} não é garantida. Umsistema de coordenadas (u1, u2, u3) é dito sistema de coordenadas ortogonais, quando satisfaz
 (ei · ej) = δij.
 Por simplicidade, daqui adiante, consideramos só os casos de coordenadas ortogonais.
 A Eq.(159) mostra que para pequena mudança de parâmetros de coordenadas ui →ui + dui, a posição física associada ao parâmetro desloca como
 dri = dui ξi
 = dui hiei.
 Assim, os tres vetores,
 dr1, dr2, dr3 (160)
 forma um paralelepipedo reto-retangulo (bloco retangular), cujo o seu grande diagonal é
 dado por dr. O volume deste bloco é dado por
 dV = dr1 · (dr2 × dr3)
 = h1h2h3 du1du2du3.
 No caso (r, θ, φ) , temos
 dV = r2 sin θ drdθdφ.
 63
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Note que o fator,
 r2 sin θ
 é calculado também por Jacobiana,
 J = det
 ¯¯¯∂x/∂r ∂x/∂θ ∂x/∂φ
 ∂y/∂r ∂y/∂θ ∂y/∂φ
 ∂z/∂r ∂z/∂θ ∂z/∂φ
 ¯¯¯ .
 Podemos definir os elementos de superfíes do bloco, formado de {dri} da Eq.(160). Para3 superfícies que contem a origem no r,
 dσ12 = dr1 × dr2 =h1h2h3
 dr3,
 dσ23 = dr2 × dr3 =h2h3h1
 dr1,
 dσ31 = dr3 × dr1 =h3h1h2
 dr2
 ou na forma mais compacta,
 dσij = ijkhihjhk
 drk, (161)
 onde
 ijk = (−1)P (i,j,k) ,
 = 0, outros
 é conhecido como símbolo de Levi-Civita. Acima, P (i, j, k) indica a paridade da permutação
 (i, j, k) .
 2. Componentes de um vetor no sistema de coordenadas curvilineares
 Se utilizamos um novo sistema de coordenadas, é necessário definir os componentes de um
 vetor. Naturalmente podemos definir os componentes de um vetor A no novo sistema através
 de projeções para cada vetores de base. Mas como os vetores de base não necessariamente
 normalizados, não fica trivial como definir a projeção. Por exemplo, sera que devemos definir
 o componente i de A, por
 Ai = ei ·A, (162)
 64
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ou
 Ai = ξi ·A ? (163)
 Na verdade, essa é questão de opção, desde que as contas posteriores sejam feitas consis-
 tentemente. Mas existem uma melhor definição do que que outras. No caso, é interessante
 manter as fórmulas obtidas no sistema de coordenadas cartesianas mais análoga possível.
 Por exemplo, consideramos a integral de linha ao longo de um contorno C,
 I [C] =
 ZC
 dr ·A. (164)
 Sabemos que
 dr =3X
 i=1
 duiξi, (165)
 Agora, na basenξ0so, se associamos vetores,
 ξ1 →
 ⎛⎜⎜⎜⎝1
 0
 0
 ⎞⎟⎟⎟⎠ ,
 ξ2 →
 ⎛⎜⎜⎜⎝0
 1
 0
 ⎞⎟⎟⎟⎠ ,
 ξ3 →
 ⎛⎜⎜⎜⎝0
 0
 1
 ⎞⎟⎟⎟⎠podemos escrever
 dr →
 ⎛⎜⎜⎜⎝du1
 du2
 du3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ . (166)
 IMPORTANTE ! Note que na expressão acima, os componentes não representam os com-
 ponentes dos eixos X,Y, Z,masnξ0so.
 Por outro lado, da (164), temos
 I [C] =
 ZC
 Xi
 ³ξi ·A
 ´dui.
 65
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Se introduzimos o vetor linha, ³A†1 A†2 A†3
 ´,
 onde
 A†i =³ξi ·A
 ´(167)
 temos
 I [C] =
 ZC
 ³A†1 A†2 A†3
 ´⎛⎜⎜⎜⎝du1
 du2
 du3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ (168)
 com regra normal de produtos maticiais. Assim, poderiamos considerar que o vetor coluna
 A→
 ⎛⎜⎜⎜⎝A†1
 A†2
 A†3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ (errado!).
 corresponderia o vetor A na basenξ0so. Mas como vemos abaixo, isto não é correto.
 Isto porque os vetores basenξ0sonão são normalizados. Assim, temos que cuidado de
 formular o produto escalar entre dois vetores. Se expressamos dois vetores A e B na basenξ0so,
 A =
 ⎛⎜⎜⎜⎝A1
 A2
 A3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ ,
 e
 B =
 ⎛⎜⎜⎜⎝B1
 B2
 B3
 ⎞⎟⎟⎟⎠o produto escalar já NÃO é dado por
 ³A ·B
 ´6=³A1 A2 A3
 ´⎛⎜⎜⎜⎝B1
 B2
 B3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ =Xi
 AiBi
 mas temos considerar corretamente a normalização dos vetores ξ0s.
 Para ver isto, escrevemos o vetor A por
 A = A1ξ1 +A2ξ2 +A3ξ3, (169)
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e outro vetor B,
 B = B1ξ1 +B2ξ2 +B3ξ3.
 O produto escalar entre dois tem que ser calculado por³B ·A
 ´=³B1ξ1 +B2ξ2 +B3ξ3
 ´·³A1ξ1 +A2ξ2 +A3ξ3
 ´= A1B1h
 21 +A2B2h
 22 +A3B3h
 23
 =³B1 B2 B3
 ´⎛⎜⎜⎜⎝h21 0 0
 0 h22 0
 0 0 h23
 ⎞⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎝
 A1
 A2
 A3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ . (scalarMetric)
 Como se ver da expressão acima, o produto escalar entre dois vetores coluna,⎛⎜⎜⎜⎝A1
 A2
 A3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ ,
 ⎛⎜⎜⎜⎝B1
 B2
 B3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ ,
 não pode ser feito como
 ³B ·A
 ´=
 errado!
 ⎛⎜⎜⎜⎝B1
 B2
 B3
 ⎞⎟⎟⎟⎠T ⎛⎜⎜⎜⎝
 A1
 A2
 A3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ ,
 mas
 ³B ·A
 ´=
 correto!
 ⎛⎜⎜⎜⎝B1
 B2
 B3
 ⎞⎟⎟⎟⎠T ⎛⎜⎜⎜⎝
 h21 0 0
 0 h22 0
 0 0 h23
 ⎞⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎝
 A1
 A2
 A3
 ⎞⎟⎟⎟⎠Aqui, a matriz
 g =
 ⎛⎜⎜⎜⎝h21 0 0
 0 h22 0
 0 0 h23
 ⎞⎟⎟⎟⎠é chamada o tensor métrico. Note que o Jacobinano do elemento de volume J é relacionado
 com essa matriz como
 J =pdet g.
 Para ser sistematico, podemos introduzir uma notação para distinguir dois vetores coluna
 67

Page 11
                        
                        

e linha. Para um vetor coluna,
 A ≡
 ⎛⎜⎜⎜⎝A1
 A2
 A3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ , (170)
 introduzimos o vetor linha associado a A por,
 A−→ ≡ AT g
 =³A1 A2 A3
 ´⎛⎜⎜⎜⎝h21 0 0
 0 h22 0
 0 0 h23
 ⎞⎟⎟⎟⎠ (171)
 =³h21A1 h22A2 h23A3
 ´(172)
 de tal forma que podemos escrever o produto escalar entre dois vetores A e B como
 ³A ·B
 ´= B−→ A =
 ³B1 B2 B3
 ´g
 ⎛⎜⎜⎜⎝A1
 A2
 A3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ .
 O vetor linha A−→ é chamado o vetor adjunto do vetor A.[? ]
 Voltando na Eq.(168), sabemos que o integrando tem que ser igual ao produto escalar,
 ³A†1 A†2 A†3
 ´⎛⎜⎜⎜⎝du1
 du2
 du3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ =³A · dr
 ´
 mas como vimos, um produto escalar tem que ter a forma,³A · dr
 ´= A−→ dr,
 =³A1 A2 A3
 ´g
 ⎛⎜⎜⎜⎝du1
 du2
 du3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ .
 Assim, identificamos que
 h2iAi = A†i =³ξi ·A
 ´. (173)
 É interessante verificar que, se expressamos A na basenξ0iso,
 A =Xi
 Aiξi,
 68
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e tomando o produto escalar com ξi, temos³ξi ·A
 ´= Ai
 ³ξi · ξi
 ´= ξ2iAi
 que é exatamente a Eq.(173).
 h2iAi =³ξi ·A
 ´.
 O vetor coluna (170) é chamado o vetor contravariante, enquanto o vetor linha, (172) é
 chamado vetor covariante. O produto escalar sempre tem que ser feito entre um vetor
 contravariante e um vetor covariante.
 Vamos explicitar o exemplo para o caso de coordenadas sphericas. Escrevemos qualquer
 vetor A como sendo a combinação linear denξr, ξθ, ξφ
 o,
 A = Arξr +Aθξθ +Aφξφ,
 e
 A =
 ⎛⎜⎜⎜⎝Ar
 Aθ
 Aφ
 ⎞⎟⎟⎟⎠Já que na base cartesiana, temos,
 A = Axex +Ayey +Azez,
 temos
 ξ2rAr = Ax
 ³ξr · ex
 ´+Ay
 ³ξr · ey
 ´+Az
 ³ξr · ez
 ´,
 Ar = Ax sin θ cosφ+Ay sin θ sinφ+Az cos θ,
 ξ2θ Aθ = Ax
 ³ξθ · ex
 ´+Ay
 ³ξθ · ey
 ´+Az
 ³ξθ · ez
 ´,
 r Aθ = Ax cos θ cosφ+Ay cos θ sinφ−Az sin θ,
 ξ2φ Aφ = Ax
 ³ξφ · ex
 ´+Ay
 ³ξφ · ey
 ´+Az
 ³ξφ · ez
 ´,
 r sin θ Aθ = −Ax sinφ+Ay cosφ,
 Exercício: Expresse (Ax, Ay, Az) em termos de (Ar, Aθ, Aφ) .
 69
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Resposta:
 Ax = Ar
 ³ex · ξr
 ´+Aθ
 ³ex · ξθ
 ´+Aφ
 ³ex · ξφ
 ´= Ar sin θ cos θ +Aθr cos θ cos θ +Aφr sin θ sinφ,
 Ay = Ar
 ³ey · ξr
 ´+Aθ
 ³ey · ξθ
 ´+Aφ
 ³ey · ξφ
 ´= Ar sin θ sinφ+Aθ r cos θ sinφ+Aφr sin θ cosφ,
 Az = Ar
 ³ez · ξr
 ´+Aθ
 ³ez · ξθ
 ´+Aφ
 ³ez · ξφ
 ´= Ar cos θ −Aθr sin θ
 Temos
 A−→ =³Ar r2Aθ r2 sin2 θ Aφ
 ´,
 e podemos verificar que
 A−→ A =³Ar r2Aθ r2 sin2 θ Aφ
 ´⎛⎜⎜⎜⎝Ar
 Aθ
 Aφ
 ⎞⎟⎟⎟⎠= A2r + r2A2θ + r2 sin2 θA2φ
 = (Ax sin θ cosφ+Ay sin θ sinφ+Az cos θ)2
 + (Ax cos θ cosφ+Ay cos θ sinφ−Az sin θ)2
 + (−Ax sinφ+Ay cosφ)2
 = A2x +A2y +A2z =³A ·A
 ´.
 C. Gradiente, Divergência e Rotacional em coordenadas curvilineares
 a. Gradiente Escolhemos que o campo vetorial A é a gradiente de uma função escalar.
 A = ∇f.
 Queremos calcular os componentes desse vetor na basenξio. Da Eq.(173), vimos que os
 componentes do vetor covariante, A−→ = ∇f−→ são dado por
 (∇f)†i =³ξi ·∇f
 ´.
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Mas pela definição de ξi,
 ξi =∂r
 ∂ui,
 portanto
 (∇f)†i =µ∂r
 ∂ui·∇f
 ¶=Xk
 ∂xk∂ui
 ∂f
 ∂xk
 =∂f
 ∂ui.
 Assim, o vetor adjunto do ∇f na basenξofica.
 ∇f−→ =
 µ∂f
 ∂u1,∂f
 ∂u2,∂f
 ∂u3
 ¶.
 Consequentemente concluimos que o vetor contravariante é dado por
 −→∇f =
 ⎛⎜⎜⎜⎝1h21
 ∂f∂u1
 1h22
 ∂f∂u2
 1h23
 ∂f∂u3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ .
 No sistema de coordenadas esfericas, temos
 −→∇f r =∂f
 ∂r,
 −→∇f θ =1
 r2∂f
 ∂θ,
 −→∇fφ =1
 r2 sin2 θ
 ∂f
 ∂φ.
 Podemos verificar que o produto escalar entre dr e−→∇f fica
 dr ·−→∇f = (du1, du2, du3) g
 ⎛⎜⎜⎜⎝1h21
 ∂f∂u1
 1h22
 ∂f∂u2
 1h23
 ∂f∂u3
 ⎞⎟⎟⎟⎠= du1
 ∂f
 ∂u1+ du2
 ∂f
 ∂u2+ du3
 ∂f
 ∂u3,
 que é nada mais que a diferencial total df da função f associado a deslocamento dr. Podemos
 verificar também no sistema de coordenadas cartesianas,
 df = dr ·−→∇f = dx∂f
 ∂x+ dy
 ∂f
 ∂y+ dz
 ∂f
 ∂z,
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o que mostra que o produto escalar dr ·−→∇f = df é invariante na sua forma para a transfor-
 mação de coordenadas, como é esperado.
 O môdulo de gradiente,³∇f´2= ∇f−→
 −→∇f
 =
 µ∂f
 ∂u1,∂f
 ∂u2,∂f
 ∂u3
 ¶⎛⎜⎜⎜⎝1h21
 ∂f∂u1
 1h22
 ∂f∂u2
 1h23
 ∂f∂u3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ .
 =
 µ1
 h1
 ∂f
 ∂u1
 ¶2+
 µ1
 h2
 ∂f
 ∂u2
 ¶2+
 µ1
 h3
 ∂f
 ∂u1
 ¶2(174)
 Podemos verificar facilmente que a expressão acima fica igual a³∇f´2=
 µ∂f
 ∂x
 ¶2+
 µ∂f
 ∂y
 ¶2+
 µ∂f
 ∂z
 ¶2. (175)
 Exercício: Prove que a Eq.(174) é igual a (175).
 1. Divergente
 O divergente de um vetor no sistema cartesiano é definido como
 ∇ ·A = ∂Ax
 ∂x+
 ∂Ay
 ∂y+
 ∂Az
 ∂z.
 Queremos expressar essa quantidade em termos de {A1, A2, A3} e seus derivadasem u1, u2 e u3. Em princípio, podemos calcular explicitamente usando definições de
 {A1, A2, A3} e regra de cadeias, mas o cálculo pode ser um pouco longo. A forma maiselegante é utilizar o teorema de Gauss que vale para um campo vetorial A,Z
 dV³∇ ·A
 ´=
 Idσ ·A. (176)
 Consideramos um bloco retangular entre r, e r + dr. Neste caso, temos para o lado
 esquerdo, ZdV³∇ ·A
 ´=³∇ ·A
 ´h1h2h3du1du2du3, (177)
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e o lado direito, somando contribuições das todas as 6 superfíciesIdσ ·A = dσ12 (u3 + du3) ·A3 (u3 + du3)− dσ12(u3) ·A3 (u3)
 + dσ23 (u1 + du1) ·A1 (u1 + du1)− dσ23 (u1) ·A1 (u1)
 + dσ31 (u2 + du2) ·A2 (u2 + du2)− dσ31 (u2) ·A2 (u2)
 = du1du2n(h1h2h3A3)u3+du3
 − (h1h2h3A3)u3o
 + du2du3©(h1h2h3A1)u1+du1 − (h1h2h3A1)u1
 ª+ du3du1
 ©(h1h2h3A2)u2+du2 − (h1h2h3A2)u2
 ª= du1du2du3
 µ∂ (h1h2h3A3)
 ∂u3+
 ∂ (h1h2h3A3)
 ∂u3
 ∂ (h1h2h3A3)
 ∂u3
 ¶, (178)
 onde foi utilizada a expressão de elemento de superfície, Eq.(161) e a definição de
 produto escalar. Substituindo essas expressões na Eq.((176), temos³∇ ·A
 ´=
 1
 h1h2h3
 µ∂ (h1h2h3A3)
 ∂u3+
 ∂ (h1h2h3A3)
 ∂u3
 ∂ (h1h2h3A3)
 ∂u3
 ¶. (179)
 Utilizando o Jacobiano, a divergência pode ser escrita como
 ∇ ·A = 1
 J
 ∙∂
 ∂u1(JA1) +
 ∂
 ∂u2(JA2) +
 ∂
 ∂u3(JA3)
 ¸, (180)
 onde
 J =pdet g
 a. Laplaciano Para uma função escalar f no espaço, frequentemente aparece a quan-
 tidade equivalente a segunda derivada no caso de unidimensional, ou seja, a divergência de
 gradiente.
 (∇ ·∇f)
 Esta quantidade é espressa como
 ∇2f = (∇ ·∇f)
 e o operador diferencial de segunda ordem, ∇2 é chamado Laplaciano.Já que
 ∇f =
 ⎛⎜⎜⎜⎝1/h21 ∂f/∂u1
 1/h22 ∂f/∂u2
 1/h23 ∂f/∂u3
 ⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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na basenξ0so, usando Eq.(180) temos
 ∇2f = 1
 h1h2h3
 ∂
 ∂u1
 µh2h3h1
 ∂f
 ∂u1
 ¶+
 1
 h1h2h3
 ∂
 ∂u2
 µh3h1h2
 ∂f
 ∂u2
 ¶+
 1
 h1h2h3
 ∂
 ∂u3
 µh1h2h3
 ∂f
 ∂u3
 ¶.
 No caso de coordenadas esfericas, fica
 ∇2f = 1
 r2∂
 ∂r
 µr2∂f
 ∂r
 ¶+
 1
 r2 sin θ
 ∂
 ∂θ
 µsin θ
 ∂f
 ∂θ
 ¶+
 1
 r2 sin2 θ
 ∂2f
 ∂2φ.
 2. Rotacional
 O rotacional de um vetor no coordenada cartesiana é definido como
 ∇×A =
 ⎛⎜⎜⎜⎝∂yAz − ∂zAy
 ∂zAx − ∂xAz
 ∂xAy − ∂yAx
 ⎞⎟⎟⎟⎠ .
 Também podemos calcular diretamente os componentes deste vetor na basenξio, mas o
 calculo fica longo. Podemos utilizar o teorema de Stokes para calcular o rotacional. O
 teorema de Stokes afirma que para qualquer curva fechada C, valeIC
 dr ·A =ZZS
 ³∇×A
 ´· dσ
 onde S é a área cercada do contorno C. Podemos aplicar esse teorema para cada elemento
 de superfície,
 dσ12, dσ23, dσ31
 separadamente. Para dσ12, o lado direito acima ficaZZS
 ³∇×A
 ´· dσ =
 ³∇×A
 ´· dσ12
 = h23
 ³∇×A
 ´3
 h1h2h3
 du1du2
 = h1h2h3³∇×A
 ´3
 e o lado esquerdo fica IC
 dr ·A = du1h21A1 (u2)− du1h
 21A1 (u2 + du2)
 + du2h22A2 (u1 + du1)− du2h
 22A1 (u1)
 = du1du2
 ½∂ (h22A2)
 ∂u1− ∂ (h21A1)
 ∂u2
 ¾,
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Concluimos que ³∇×A
 ´3=
 1
 h1h2h3
 ½∂ (h22A2)
 ∂u1− ∂ (h21A1)
 ∂u2
 ¾,
 e podemos obter outros componentes analogamente.
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III. DINAMICA DE FLUIDO
 A. Movimento Unidimensional
 Vamos considerar um fluid num tubo com seção transversal A como ilustrado na figura
 abaixo.
 Xi Xi+1
 Supondo que o movimento do fluido é relativamente suave, podemos considerar o fluido em
 pequenos pedaços, separados com paredes virtuais. As posições de paredes são especificadas
 pelas coordenadas {· · · , xi−1, xi, xi+1, · · · } .Já que o fluid pode movimentar, temos
 xi = xi (t) ,∀i.
 O valor de xi representa a posição da parede no instante t. Podemos estabelecer a equação
 de Newton para o elemento do fluido dentro de dois paredes, xi e xi+1. Se a separação for
 suficientemente pequena, podemos considerar a posição do elemento de fluido em termos de
 seu ponto medio, xi+1/2. Seja a velocidade do fluido no ponto xi+1/2 é dado por vi+1/2. Temos
 ∆mdvi+1/2dt
 = F,
 onde F é a força total que atua nesse elemento de fluido. Podemos considerar dois tipos de
 forças. Um, o tipo de força externa que atua neste elemento, tipo a força gravitacional, ou
 força eletromagnética, se esse fluido for carregado. Em geral, esse tipo de força é extensiva, ou
 seja, a força fica dobro se a massa fica dobro. Assim, podemos escrever que Fext = ∆m fext.
 Em geral, a força externa por unidade de massa, fext pode depender de posição x e o tempo
 t.
 A outra força é a força de contato, que vem diretamente do força de pressão dos elementos
 da visinhança. A pressão é definida como a força por unidade de área. Sendo A a área
 transversal do tubo, o elemento do lado esquerdo exerce a força
 p (xi)A,
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e o elemento do lado direito excerce a força,
 −p (xi+1)A.
 Assim, a equação de movimento para o centro de massa do elemento dentro da parede
 {xi, xi+1} fica∆m
 dvi+1/2dt
 = ∆m fext + p (xi)A− p (xi+1)A
 Mas para xi+1 − xi = ∆x infinitesimal, temos
 p (xi)A− p (xi+1)A→ −dp
 dx∆x A,
 e usando
 ∆m = ρ ∆x A,
 onde ρ é a densidade (∆x A = ∆V :volume do elemento do fluido), temos (escrevendo
 vi+1/2 → v (x)),
 ρdv (x)
 dt= fext −
 dp
 dx. (181)
 Essa equação é o caso especial de 1 dimensão da equação mais geral, conhecida a equação
 de Euler.
 Quando a força externa por unidade de massa é a força conservativa, podemos escrever
 fext = −dUext (x)
 dx,
 onde U (x) é a energia potencial por unidade de massa da força externa.
 A equação Eq.(181) é essencialmente a equação de movimento unidimensional sob a ação
 de potencial efetivo,
 ρdv (x)
 dt= − ∂
 ∂xUeff (x)
 Ueff (x) = Uext (x) + p (x) .
 Se ρ é constante (fluido incompressível), usando o método que aprendemos na Fisica I,
 podemos obterd
 dt
 µ1
 2ρv2 + Ueff (x)
 ¶= 0,
 ou1
 2ρv2 + Uext + p = Const. (182)
 77

Page 21
                        
                        

O resultado acima é conhecido pela Lei de Bernuille, o que mostra que a pressão p atua
 como potencial para um elemento de fluido incompressível. Desta forma, a conservação de
 energia mosta que, um elemento de fluido flui ajustando sua velocidade de tal forma que a
 soma da Eq.(182) seja constante. Se Uext = const.então, onde tem menor pressão o elemento
 de fluido escoa mais rapido.
 Da primeira vista, isto parece que contradiz a "intuição" pois pode dar impressão de que
 o maior pressão implicaria a maior força interna, e portanto poderia correr mais rapido. Mas
 note que, aqui, a pressão é determinado pela condição externa e a velocidade tem que se
 ajutar a sua velocidade. Assim, o elemento de fluid será acelerado na direção onde que tem
 pressão menor pressão. Consequentemente, o elemento de fluido ganha a maior velocidade
 na região onde a pressão é menor. Existem várias aplicações que utiliza esse fenonêno na
 vida real (ver o livro texto, por exemplo, Moyses Nussensweig, Física Básica II).
 B.
 C. Equação de Euler 3D
 Antes de começar a discussão, vamos definir as variáveis para a descrição da dinâmica do
 sistema de um fluido. Como vimos no caso de 1D acima, podemos considerar o fluido como
 sendo uma coleção de células infinitesimais[? ]. Supostamente as propriedades da matéria
 sejam conhecidas. Podemos, então, utilizar a coleção das seguintes variáveis para descrever
 o estado dinâmica do fluido
 ρi(t) : densidade de massa da i-ésima célula,
 ri(t) : coordenadas do centro de massa da i-ésima célula, (183)
 vi(t) : velocidade do centro de massa da i-ésima célula.
 onde o índice i varre todas as células e se torna continuo no limite das células infinitesimais.
 Podemos, por exemplo, identificar o índice i como a posição inicial da própria célula, ri(t0).
 Desta forma, cada célula carrega seu rótulo inicial, e a descrição dinâmica acompanha as
 trajetórias das células. Este tipo de descrição é chamado de sistema de coordenadas La-
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grangeano. Neste sistema, naturalmente
 vi =dridt
 . (184)
 Exceto no regime relativístico, podemos considerar que a massa da matéria conserva.
 A conservação da massa relaciona a variação da densidade de massa e a velocidade pela
 seguinte forma.
 Vamos considerar num instante, t, uma parte do fluido dentro de um palalelepépido com
 a base formada de três pequenos (alias, infinitesimais) vetores ortogonais, {x1, x2, x3} comsua origem numa posição r0, como ilustrada na figura abaixa.
 x1
 x2x3
 r0
 O volume do palalelepépido é dada por
 ∆V = (x1 × x2) · x3 (185)
 e a massa do fluido é dada por
 ∆m = ρr0(t)∆V, (186)
 onde ρr0 é a densidade deste célula. Quando o tempo passa, todos os vetores variam de
 acordo com a distribuição da velocidade do fluido, pois cada canto do palalelepépido desloca
 com sua velocidade, que não necessariamente igual à outras. Se a distribuição da velocidade
 do fluido não for homogênea, então, por exemplo, os pontos inicial e final do vetor x1 andam
 com diferentes velocidades, resultando a mudânça do vetor. Vamos calcular tal mudança.
 Já que
 x1 = (r0 + x1)− r0,
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na passagem do tempo de t = t para t = t+ dt, o vetor x1 varia como
 x1(t+ dt) = (r0 + x1)t+dt − r0(t+ dt)
 = x1(t) + v(r0 + x1)dt− v (r0) dt
 = x1(t) + (x1 ·∇) vdt, (187)
 onde utlizamos a serie de Taylor até primeira ordem em dt e o segundo termo, o gradiente
 da velocidade deve ser avaliado no ponto r0. Analogamente, temos
 x2(t+ dt) = x2(t) + (x2 ·∇) vdt, (188)
 e
 x3(t+ dt) = x3(t) + (x3 ·∇) vdt. (189)
 O novo volume da célula do fluido fica
 ∆V (t+ dt) = (x1(t+ dt)× x2(t+ dt)) · x3(t+ dt)
 = ∆V (t) + dt{ [(x1 ·∇) v × x2] · x3
 + [x1 × (x2 ·∇) v] · x3
 + [x1 × x2] · (x3 ·∇) v} (190)
 Agora, para uma base ortonormal, {e1, e2, e3}, é facil de provar que
 [(ei ·∇) v × ej] · ek = (∇ivi) [ei × ej] · ek
 = (∇ivi) εijk, (191)
 onde
 vi = ei · v,
 ∇i = ei ·∇,
 e
 εijk =
 ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩1,
 −1,0,
 se (ijk) = (1, 2, 3)+
 se (ijk) = (1, 2, 3)−
 outros.
 é o simbolo de Lévi-Civita. O simbolo (1, 2, 3)+ indica a permutação par ( a permutação que
 pode ser obtida em termos de número par das transposições) e (1, 2, 3)− indica a permutação
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ímpar ( a permutação que pode ser obtida em termos de número ímpar das transposições).
 Isto é, (1, 2, 3)+ é um dos seguintes casos,
 (1, 2, 3) , (2, 3, 1) , (3, 1, 2)
 e (1, 2, 3)− é um dos seguintes casos,
 (1, 3, 2) , (2, 1, 3) , (3, 2, 1) .
 Com isto, temos
 [(x1 ·∇) v × x2] · x3 + [x1 × (x2 ·∇) v] · x3 + [x1 × x2] · (x3 ·∇) v
 = |x1| |x2| |x3|(
 3Xi=1
 ∇ivi
 )= ∆V (∇ · v) .
 e, portanto, a Eq.(190) fica
 ∆V (t+ dt) = ∆V (t) [1 + dt (∇ · v)] . (192)
 Exercício: O resultado acima pode ser obtido mais rapidamente se utlizamos uma formula
 para a derivada de determinante de matriz cuja elementos de matriz são função de
 tempo. Seja
 A (t) =
 ¯¯¯a11 (t) a12 (t) · · ·... a22 (t)
 . . .
 ann (t)
 ¯¯¯
 Vale a segunte formula,
 d
 dtdet |A| = det |A| Tr
 ½A−1
 dA
 dt
 ¾Já que (estamos supondo que) a massa dentro da célula conserva, temos
 ∆m = ρr0(t)∆V = ρr0(t+ dt)∆V [1 + dt (∇ · v)] ,
 oudρr0dt
 dt+ ρr0 (∇ · v) dt = 0
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até a primeira ordem em dt. Daí, obtemos a relação entre a variação temporal da densidade
 e a distribuição da velocidade como
 dρr0dt
 + ρr0 (∇ · v) = 0. (193)
 Esta é a forma de equação de continuidade da massa em coordenadas Lagrangeana. Note que
 a derivada temporal, dρ/dt se refere a variação temporal da densidade do elemento de fluido
 acompanhando seu movimento, ou seja, a derivada é calculada no sistema de coordenadas
 que se move com a velocidade do elemento do fluido. Isto porque, aqui calculamos a variação
 da volume de uma célula, acompanhando o seu movimento de acordo com a velocidade do
 fluido.
 1. Sistema de Coordenadas Euleriano
 Uma outra forma de descrever a dinâmica do meio contínuo é introduzir um sistema de
 coordenadas fixo no espaço e investigar, em cada ponto fixo no espaço, digamos r , como os
 valores das quantidades variam no tempo. Neste caso, as variáveis são:
 ρ(r, t) e v(r, t). (194)
 Este sistema de coordenadas é chamado de Euleriano. No sistema de coordenadas Euleriano
 a derivada temporal parcial é calculada sem acompanhar o movimento da matéria.
 É importante lembrar que, nesta representação, o vetor de posição espacial r é uma
 variável independente do tempo t e não tem nenhuma relação com a velocidade do fluido.
 dr
 dt6= v, mas
 ∂r
 ∂t≡ 0 !
 A variação temporal de uma quantidade, por exemplo, a densidade, visto num ponto fixo
 no espaço é naturalmente diferente da variação temporal da densidade de uma célula da
 matéria que desloca sua posição, acompanhando o movimento do fluido. A primeira deve
 ser expressa por∂ρ (r, t)
 ∂t
 ¯r
 e a segunda é∂
 ∂t
 ¯m
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onde m representa o pedaço da matéria que compor a célula. As duas derivadas são rela-
 cionadas. Para ver isto, vamos calcular a derivada na forma de Eulera, isto é, a variação da
 densidade da matéria que desloca com v. Num intervalo de tempo dt, o pedaço do fluido
 que estava no ponto r ocupará o ponto
 r0 = r + δr = r + vdt.
 Assim, a variação da densidade da mésma matéria no intervalo de tempo dt fica
 δρ = ρ(r + δr, t+ dt)− ρ(r, t)
 =∂ρ
 ∂tdt+ dtv ·∇ρ.
 ou∂ρ
 ∂t
 ¯m
 =∂ρ
 ∂t
 ¯r
 + v ·∇ρ. (195)
 Da Eq.(193), temos∂ρ
 ∂t
 ¯m
 = ρ = −ρ (∇ · v), (196)
 e substituindo na Eq.(195), temos
 ∂ρ
 ∂t
 ¯r
 + v ·∇ρ = −ρ (∇ · v),
 ou∂ρ
 ∂t
 ¯r
 +∇(ρv) = 0, (197)
 que é a bem conhecida a equação de continuidade.
 A relação das derivadas temporais entre dois sistemas de coordenadas, a Eq.(195) é válida
 não só para ρ mas qualquer quantidade da função do tempo e do espaço. Assim, podemos
 considerar que a derivada temporal no sistema Lagrangeano está relacionada com aquela do
 sistema Euleriano por∂
 ∂t
 ¯m
 ≡ ∂
 ∂t
 ¯r
 + v ·∇ (198)
 como operador. A derivada no sistema Lagrangeana, ou as vezes referida por derivada
 convectiva, é frequentemente denotada por d/dt, ou seja,
 ∂
 ∂t
 ¯m
 ≡ d
 dt≡ ∂
 ∂t
 ¯r
 + v ·∇. (199)
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Daqui por diante, utlizaremos a notação,
 ∂
 ∂t
 ¯r
 → ∂
 ∂t,
 ∂
 ∂t
 ¯m
 → d
 dt.
 Na figura abaixa, ilustramos esquematicamente as derivadas temporais e espaciais envolvidas
 nas formas Lagrangeana e Euleriana.
 Espaço
 tem
 po
 ∇
 ∂/∂t d/dt
 Do ponto de vista matemática, os dois sistemas são equivalentes. Dependendo do prob-
 lema, as vezes um sistema se encontra mais conveniente do que outro.
 IV. EQUAÇÃO DE MOVIMENTO PARA UM FLUIDO PERFEITO: EQUAÇÃO
 DE EULER
 Queremos descrever a dinâmica do fluido. Isto quer dizer, queremos estabelecer as
 equaçãoes que determinam o desenvolimento temporal das variáveis introduzidas. Primeira,
 estudamos o caso de um fluido perfeito, ou seja um fluido que sua viscosidade é dispresível.
 Mais adiante, trataremos fluidos viscosos.
 Vamos considerar em termos de sistema Lagrangeana. No sistema Lagrangeana, existem
 essentialmente 4 variáveis a determinar em cada célula i, isto é, a densidade ρ = ρ(ri, t) e os
 3 componentes do vetor posição ri (t). A velocidade é dada pela derivada do ri. Precisamos,
 portanto, de 4 equações em cada célula. A primeira delas é a equação da continuidade da
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massa,dρ
 dt+ ρ (∇ · v) = 0, (200)
 que, como vimos, representa a conservação da massa. As outras 3 vêm da equação de Newton
 para a célula infinitesimal de matéria na posição ri.
 Vamos considerar novamente um elemento de volume infinitesimal da matéria no ponto
 ri. As forças que atuam neste pequeno palalelepépido podem ser classificado em dois tipos.
 Um é a força volumétrica, que é o tipo da força gravitacional (ou a forç a eletrostática se a
 matéria for elétricamente carregada) que proporcional a massa (ou volume). Para este tipo
 da força, podemos definir a densidade da força, f , que é a força por unidade de massa como
 FV = ∆mfext.
 O outro tipo é a força que é transmitida pela contato com a matéria da visinhança, ou
 seja a força de contato através da superfície do elemento de volume. Esse tipo de força é
 expressa em termos de pressão p no caso de fluido ideal. A pressão mede a força que atua
 por unidade de área. Num gas ou fluido, a pressão p = p(r, t) é uma função da posição e do
 tempo. Assim, a força de contato que atua no elemento de volume ∆V é dada por integral
 sobre todas áreas que cobrem o elemento de volume,
 FS = −I
 pdσ,
 onde dσ é o elemento de superfície e a integral indica a soma das forças devido a pressão
 sobre a superfície do elemento de volume ∆V .
 Para um fluido perfeito, a força que atua numa superfície do elemento de volume é
 localmente perpendicular a superfíicie, portanto, F = pn× area, onde n o vetor normal da
 superfície no ponto. Quando o fluido não for perfeito, deve existir outra forma da força mas
 aqui não tratamos esse caso.
 A equação de Newton para o elemento de volume fica
 ∆md2ridt2
 = FS + FV = −I
 pdσ +∆m fext, (201)
 onde ∆m é a massa do elemento de volume infinitesimal, ∆V ,
 ∆m = ρ∆V.
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Para avaliar o termo Ipdσ,
 vamos considerar o elemento de volume ∆V como um bloco retângulo, com 6 superfícies.
 Temos Ipdσ = −p (x, y, z) dσxy + p (x, y, z + dz) dσxy
 − p (x, y, z) dσyz + p (x+ dx, y, z) dσyz
 − p (x, y, z) dσzx + p (x, y + dy, z) dσzx
 =∂p
 ∂zdzdxdyez +
 ∂p
 ∂xdxdzddzex +
 ∂p
 ∂ydydzddxey
 = dV
 µ∂p
 ∂xex +
 ∂p
 ∂yey +
 ∂p
 ∂zez
 ¶= dV ∇p
 No calculo acima, utilizamos que o elemento de volume ∆V é infinitesimalmente pequeno.
 Finalmente a equação de Newton, Eq.(201) fica
 dv
 dt= −1
 ρ
 ³∇p− fext
 ´. (202)
 Esta é a equação de movimento do fluido na forma Lagrangeana.
 No sistema Euleriano, aplicando a Eq.(199) na Eq.(202), temos
 ∂v
 ∂t+ (v ·∇)v = −1
 ρ(∇p− fext). (203)
 Esta última forma é conhecida como equação de Euler. As equações hidrodinâmicas, então,
 ficam resumidas na seguinte forma:
 Forma Lagrangeana Forma Eulerina
 Variaveis r(t; r (t0)), ρ(t, r(t)) ρ(r, t), v(r, t)
 Continuidade dρ/dt+ ρ∇ · v = 0 ∂ρ/∂t+∇ · (ρv) = 0Eq.Movemento dv/dt = −
 ³∇p− fext
 ´/ρ ∂v/∂t+ (v ·∇)v = −(∇p− fext)/ρ
 (204)
 Pela notação d/dt, a forma Lagrangeana pode parecer como um sistema de equações
 diferenciais ordinária no tempo, mas é um sistema de equações diferenciais parciais, como
 é na forma Euleriana. Por outro lado, nos ambos casos, se fixarmos a variável espacial, (r
 na forma Euleriana, e r(t0) na forma Lagrangeana), podemos considerar que as equações
 diferenciais ordinárias em relação ao tempo t.
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A. Onda de Som
 A título de ilustração vamos considerar um exemplo de aplicação da Hidrodinâmica para
 a descrição da propagação de uma onda sonora.
 As equações (204), seja na forma Lagrangeana, seja na forma Euleriana, é necessário es-
 pecificar a pressão mesmo não exista a força externa, fext = 0. Como sabemos, normalmente
 a pressão varia quando a densidade varia. Isto é, a pressão é uma função da densidade. Esta
 dependência varia de uma matéria para outra matéria. Por exemplo, no caso do gás ideal,
 a pressão é dada por
 pV = NkT, (205)
 onde V é o volume, N o número de partículas do gas no volume, k a constante de Boltzman
 e T é a temperatura. Se a massa da partícula constituinte do gás é ma, então, multiplicando
 aos dois lados na Eq. (205), temos
 p =1
 maρkT = RTρ. (206)
 onde R = k/ma é chamado constante de gás. Note que a pressão depende do valor da
 temperatura T do gas. Se pensamos que a temperatura T é um valor constante, a pressão
 varia linearmente com a densidade, tendo
 dp
 dρ= RT.
 Vamos estudar como a onda sonora propaga no ar. Certamente uma onda sonora é um
 fenômeno associado a propagação da vibração da densidade do ar. Podemos descrever pela
 hidrodinâmica, como esta vibração propaga.
 Na forma Euleriana, as equações hidrodinâmicas são
 ∂
 ∂tρ(r; t) = −∇ · (ρv) (207)
 e∂
 ∂tv(r; t) = −(v ·∇)v − 1
 ρ∇p, (208)
 onde p = p(ρ) é dada pela relação, (206) e não consideramos a força externa, fext. Consid-
 eramos ainda que o ar homogêneo.
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1. Linearlização da Equação de Movimento
 As equações de hidrodinâmica não são faceis de resolver. Dependendo da equação que
 relaciona a densidade e pressão, não há como resolver a solução geral.
 Mas para o caso de onda de som, usualmente a variação da densidade associada ao som
 tem uma amplitude bastante pequena. Se este for o caso, podemos simplificar as equações
 hidrodinâmicas fazendo uma aproximação chamada de linearização.
 Para este fim, escrevemos
 ρ = ρ0 + η(r, t), (209)
 onde ρ0 é a densidade do equilíbrio da média (constante em espaço-tempo) e a amplitude
 da variação da densidade η é muito menor que ρ0, isto é, |η| << ρ0. Para primeira ordem
 em η, a Eq.(207) fica
 η = −ρ0∇ · v. (210)
 Daí, concluimos que a velocidade associado ao movimento de som também é a correção
 pequena∗. Note que nesta aproximação, a derivada total e derivada particial no tempo fica
 indistinguivel, pois a diferençadρ
 dt− ∂ρ
 ∂t= v ·∇ρ (211)
 fica a segunda ordem da correção, pois v e ∇ρ são ambas as quantidades pequenas∗.
 Exercício: As afirmações acima marcadas com ∗, devemos tomar cuidado, pois η e v sãoquantidades que possuem dimensões. Quando falamos "pequeno", devemos dizer em
 relação a quem. Dependendo do sistema de unidade que utilza, os valores em si de η e v
 podem ser bem grande do que a um. Por exemplo, η = 1 [g/cm3] = 10−3 [Kg/cm3] =
 103 [Kg/M3] . Verifique as afirmações acimas não dependem de sistema de unidade.
 Aplicando a mesma aproximação na Eq.(208), podemos escrever
 ∂v
 ∂t' −1
 ρ∇p. (212)
 Se a pressão é uma função da densidade,
 1
 ρ∇p = 1
 ρ
 µdp
 dρ
 ¶∇ρ,
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e ainda dentro da aproximação de primeira ordem, podemos escrever
 1
 ρ∇p ' 1
 ρ0
 µdp
 dρ
 ¶0
 ∇η, (213)
 portanto∂v
 ∂t' − 1
 ρ0
 µdp
 dρ
 ¶0
 ∇η. (214)
 Tomando a divergência dos dois lados da Eq.(214) temos
 ∂ (∇ · v)∂t
 = − 1ρ0
 µdp
 dρ
 ¶0
 ∇2η,
 e substituindo nesta expansão as Eqs.(210, 213), obtemos
 1
 v2s
 ∂2η
 ∂t2−∇2η = 0 (215)
 onde
 vs =
 sµdp
 dρ
 ¶0
 (216)
 A Eq.(215) é a equação de onda, e sua solução representa a propagação de uma onda
 de compressão com a velocidade vs. Esta é uma onda sonora (onda de densidade) e vs é a
 velocidade de onda de som.
 Se utilizamos a Eq.(206),
 pV = NkT, (217)
 considerando T = T0 = Const, a velocidade do som em um meio deve ser dada por vs =pkT0/ma. Vamos verificar. Temos os seguintes valores:
 k = 1.380658× 10−23JK−1,
 ma = hMi × 1.6605402× 10−27Kg
 onde hMi é o valor médio da massa molecular dos elementos contidos do ar na unidade demassa atômica mU = 1.6605402× 10−27Kg. A composição volumétrica do ar é aproximada-
 mente N2(A = 14 × 2) 78, 09%, O2(A = 16 × 2) 20.95%, Ar(A = 40) .94%, resultando
 hMi = 28. 951. Substituindo estes valores, temos com T = 293(20°C),
 vT=Const.s =
 r1.380658× 10−23 × 293
 1.6605402× 10−27 × 28. 951 ' 290. 08m/ sec . (218)
 Este número é 10%menor que o valor experimental da velocidade do som no ar, 343m/sec
 para esta temperatura. Onde está a causa deste descrepância?
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2. Compressão Adiabatica
 O erro vem de fato que utilizamos a Eq.(206) com a temperatura T = T0. A frequência
 sonora ν é em geral maior que dezenas de Hz que é relativamente rápido em relação ao
 escala do tempo de transmissão do calor no ar. Além disso, o escala típico da variação da
 densidade é dada por comprimento de onda,
 λ =vsν,
 que é a ordem de dezenas de metros. Por outro lado, a amplitude de deslocamento causado
 por uma onda sonora é bem menor que este comprimento. Em outras palavras, a variação
 da densidade é bastante lenta dentro da escala do deslocamento. Desta forma, dentro do
 pequeno elemento de volume, a dinâmica do gás é considerado sempre em o equilíbrio ter-
 modinâmico, tendo uma compressão e expansão sem trocar o calor com as visinhanças. Este
 processo é chamado de processo adiabático (ver a discussão mais adiante).
 Vamos calucular como a pressão varia com a densidade num processo adiabático para um
 gás ideal. Para um gás ideal de um mole, temos
 pV = RT. (219)
 Por outro lado, a energia do gás é dada por
 E = CvT, (220)
 onde Cv é o calor específico do gás de volume constante.
 Calor Específico e Equipartição de energia Como veremos posteriormente, existe
 uma lei que determina a distribuição de energia num sistema que é composto de
 muitas (infinitas) partículas, chamado o princípio de equipartição de energia. Esse
 princípio diz que, para um sistema em equilíbrio com a temperatura T , de Z graus de
 liberdades, a energia média de cada grau de liberdade é hεi = kT/2. Se o sistema é
 composto de A partículas com N graus de liberdades cada, o graus de liberdade total
 do sistema Z é
 Z = AN.
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A energia total do gas de 1 mole é dado por
 E = hεi Z
 =1
 2kNAdv N T
 =1
 2NR T,
 portanto, temos
 Cv =1
 2NR
 onde N é o número de graus de liberdade de cada elemento constituintes do gas. Por
 exemplo, para um gás perfeito monoatômico, existem 3 graus de liberdades transla-
 cionais e, portanto, temosCv
 R=3
 2.
 Para um gás ideal diatômico, além de graus de liberdade translacional (= 3), existem
 modos rotacionais e vibracionais. O número de graus de liberdade do modo rotacional
 é 2 e o número de graus de liberdade do modo vibracional é 1. No entanto, o modo
 vibracional não participa dinamicamente para a temperatura não muito alta. Isto
 porque, a energia de excitação do modo vibracional é grande e o princípio de equipar-
 tição não se aplica quando a temperatura for baixo. Desta forma, para a temperatura
 ambiente usual, o gas diatomico sem modo vibracional tem o calor especifico,
 Cv
 R' 3
 2+2
 2=5
 2.
 Elimando a temperatura T destas duas expressões Eqs.(219) e (220), podemos escrever
 a energia em função de p e V ,
 E =Cv
 RpV.
 Consequentemente, quando a pressão e o volume do gás variam, a energia varia como
 dE =Cv
 R(pdV + V dp). (221)
 Agora para um processo adiabático, onde não há troca de calor, pela conservação de
 energia, a variação da energia tem que ser igual ao trabalho feito pela pressão pela mudança
 do volume,
 dE = −pdV. (222)
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Caso Não Adiabatico: Quando existe troca de calor, a conservação de energia tem que
 contar a parte do calor. Temos
 dE = −pdV + dQ
 onde dQ é o calor, que discutiremos nos próximos capítulos.
 Assim, para um processo adiabático, as variações de p e de V devem satisfazer
 Cv
 R(pdV + V dp) + pdV = 0,
 ou
 γpdV + V dp = 0, (223)
 onde
 γ = 1 +R
 Cv=
 Cv +R
 Cv=
 Cp
 Cv,
 é chamado de índice adiabático. Cp é o calor específico com a pressão constante. Integrando
 a relação Eq.(223), temosp
 p0=
 µV
 V0
 ¶−γ=
 µρ
 ρ0
 ¶γ
 . (224)
 para um processo adiabático, onde p0 e V0(= 1/ρ0) são valores no equilíbrio de p e V ,
 respectivamente.
 A relação Eq.(224) pode ser utilzada para calcular a velocidade do som no ar. No caso
 do ar, podemos considerar como um gás ideal diatômico, e neste caso temos γ ' 7/5. Destaforma, temos
 vs =
 sµdp
 dρ
 ¶0
 =
 rγp0ρ0=pγRT (225)
 'r7
 5× 290. 08 = 343. 23m/ sec,
 que é o valor observado. Note que a variação adiabática do volume específico V alterará a
 temperatura de acordo com a relação,
 T
 T0=
 µV0V
 ¶γ−1=
 µρ
 ρ0
 ¶γ−1. (226)
 Exercício: Comparando o caso que vale Eqs.(224) e Eq.(226) com o caso de Eq.(206) com
 T = T0, infera a diferença do mecanismo físico dos dois casos.
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