


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                
            

            
                
                    
                    
                        
                    
                

            

            
                                    Σύνδεση
                    Ας αρχίσουμε
                            

        

        

        
            	Travel
	Technology
	Sports
	Marketing
	Education
	Career
	Social Media


            + Εξερευνήστε όλες τις κατηγορίες
        


            






    

        
        
            Rezolvarea ecua¸tiilor si¸ sistemelor de ecua¸tii diferen...

        


        




    
        
            
                

                
                
            

            
                
                1

80
                
            

            
                
                100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                
            

			
        

        
            
                
                
                
            

            
                

                

                
                    
                     Match case
                     Limit results 1 per page
                    

                    
                    

                

            

        
        
            
                                    
    
        
        

        

        

        
        
            1/61 Formularea problemei Metode θ Metode explicite de ordin superior Aspecte avansate Rezolvarea ecua¸ tiilor ¸ si sistemelor de ecua¸ tii diferen¸ tiale ordinare (I) Metode unipas Prof.dr.ing. Gabriela Ciuprina Universitatea "Politehnica" Bucure¸ sti, Facultatea de Inginerie Electric˘ a Suport didactic pentru disciplina Metode numerice, 2016-2017 Gabriela Ciuprina Ecua¸ tii ¸ si sisteme diferen¸ tiale ordinare 
        

        
    






                            

        

    









        
            	
					Upload

					others
				
	
                    Category

                        Documents

                
	
                    view

                    14
                
	
                    download

                    0
                


        

        


        

        
        
            
                SHARE

                
                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    
                

            

            
                                    Download
                                Report this document
            

            

        


        
            Embed Size (px):

            344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


        

        

        

        
                
            Transcript of Rezolvarea ecua¸tiilor si¸ sistemelor de ecua¸tii diferen...

            Page 1
                        

1/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de ecuatiidiferentiale ordinare (I)
 Metode unipas
 Prof.dr.ing. Gabriela Ciuprina
 Universitatea "Politehnica" Bucuresti, Facultatea de Inginerie Electrica
 Suport didactic pentru disciplina Metode numerice, 2016-2017
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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2/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Cuprins
 1 Formularea problemeiEcuatie diferentiala ordinara de ordinul 1
 Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superior
 Rezolvarea numerica - preliminarii
 2 Metode θ
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 3 Metode explicite de ordin superiorTaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 4 Aspecte avansateAdaptarea pasului - metode RK integrate
 Metode impliciteSisteme stiff (rigide)
 Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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3/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala
 Ecuatie care contine:
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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3/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala
 Ecuatie care contine:1 o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
 variabile;2 derivate ale functiei necunoscute;3 unele dintre variabile.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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3/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala
 Ecuatie care contine:1 o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
 variabile;2 derivate ale functiei necunoscute;3 unele dintre variabile.
 A rezolva o ecuatie diferentiala = a "integra" ecuatia diferentiala= a gasi functia necunoscuta.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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3/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala
 Ecuatie care contine:1 o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
 variabile;2 derivate ale functiei necunoscute;3 unele dintre variabile.
 A rezolva o ecuatie diferentiala = a "integra" ecuatia diferentiala= a gasi functia necunoscuta.
 Daca functia necunoscuta depinde de o singura variabila ⇒ODE;
 F (x(t), x ′(t), x ′′(t), . . . , x (o)(t), t) = 0
 x : [t0,T ] → IR necunoscuta F : IRo+1 → IR se da.
 Daca functia necunoscuta depinde de cel putin doua variabile ⇒PDE;
 Ordinul ec. =Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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3/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala
 Ecuatie care contine:1 o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
 variabile;2 derivate ale functiei necunoscute;3 unele dintre variabile.
 A rezolva o ecuatie diferentiala = a "integra" ecuatia diferentiala= a gasi functia necunoscuta.
 Daca functia necunoscuta depinde de o singura variabila ⇒ODE;
 F (x(t), x ′(t), x ′′(t), . . . , x (o)(t), t) = 0
 x : [t0,T ] → IR necunoscuta F : IRo+1 → IR se da.
 Daca functia necunoscuta depinde de cel putin doua variabile ⇒PDE;
 Ordinul ec. = cel mai mare ordin al derivatelor care intervin.Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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4/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1
 F (x(t), x ′(t), t) = 0
 x : [t0,T ] → IR necunoscutaF : IR3 → IR se da.
 Caz particular - ecuatie diferential a explicit a
 dxdt
 = f (x(t), t)
 x : [t0,T ] → IR necunoscutaf : IR2 → IR se da.Numai astfel de ecuatii formulate explicit vom considera în cele ce urmeaza.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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4/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1
 F (x(t), x ′(t), t) = 0
 x : [t0,T ] → IR necunoscutaF : IR3 → IR se da.
 Caz particular - ecuatie diferential a explicit a
 dxdt
 = f (x(t), t)
 x : [t0,T ] → IR necunoscutaf : IR2 → IR se da.Numai astfel de ecuatii formulate explicit vom considera în cele ce urmeaza.
 Buna formulare?Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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5/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1
 Se dauf : IR × [t0,T ] → IR x0 ∈ IR
 Se cerex : [t0,T ] → IR
 care satisface
 dxdt
 = f (x(t), t) (1)
 x(t0) = x0 (2)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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5/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1
 Se dauf : IR × [t0,T ] → IR x0 ∈ IR
 Se cerex : [t0,T ] → IR
 care satisface
 dxdt
 = f (x(t), t) (1)
 x(t0) = x0 (2)
 Problema cu o valoare initiala
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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6/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Sisteme de ODE de ordinul 1
 Sisteme de ODE formulate explicit.Se dau
 f : IRq × [t0,T ] → IR
 q x0 ∈ IRq
 Se cerex : [t0,T ] → IR
 q
 care satisface
 dxdt
 = f(x(t), t) (3)
 x(t0) = x0 (4)
 Sistemul are dimensiunea q.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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6/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Sisteme de ODE de ordinul 1
 Sisteme de ODE formulate explicit.Se dau
 f : IRq × [t0,T ] → IR
 q x0 ∈ IRq
 Se cerex : [t0,T ] → IR
 q
 care satisface
 dxdt
 = f(x(t), t) (3)
 x(t0) = x0 (4)
 Sistemul are dimensiunea q.Problema cu valori initiale
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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7/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatii diferentiale de ordin superior
 Orice ecuatie ODE de ordin superior poate fi transformataîntr-un sistem de ODE de ordinul 1 prin schimbare devariabila. ⇒ Ne vom ocupa doar de ecuatii si sisteme ODEde ordinul 1.
 Exemplu:
 ad2y(t)
 dt2 + bdy(t)
 dt+ cy(t) + d = 0.
 ⇔
 dy(t)dt = z(t)
 dz(t)dt = − c
 a y(t)− ba z(t)− d
 a
 Daca notam x(t) =[
 y(t)z(t)
 ]
 atunci f(x(t)) =[
 z(t)− c
 a y(t)− ba z(t)− d
 a
 ]
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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8/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Buna formulare
 Buna formulare a unei ecuatii ODE de ordin superior (q)necesita impunerea a q conditii care se refera la valori alefunctiei necunosute sau/si ale derivatei ei în puncte aledomeniului de definitie.
 Daca toate conditiile sunt specificate la marginea inferioaraa domeniului de definitie (t0) atunci se spune ca problemaeste cu valori initiale1;
 Daca se impun conditii la începutul si la sfârsituldomeniului de definitie, se spune ca problema este cuvalori de frontiera2.
 În acest curs ne ocupam de probleme cu valori initiale.1IVP - initial boundary problem2BVP - boundary boundary problem
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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9/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Rezultatele metodelor numerice
 Metoda numerica nu va furniza o expresie analitica pentrufunctia necunoscuta x(t) ci un tabel de valori:
 t0 t1 t2 · · · tn
 x0 x1 x2 · · · xn
 unde tn = TObs:
 De multe ori t reprezinta timp si se poate considera t0 = 0;
 Vom nota: x(tj) solutia exacta si x j aproximatia ei
 x j ≈ x(tj)
 În cele ce urmeaza vom pp: tj − tj−1 = h ⇔ tj = t0 + jh
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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10/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1Sisteme de ODE de ordinul 1Ecuatii diferentiale de ordin superiorRezolvarea numerica - preliminarii
 Ecuatii vs. sisteme
 Prezentarea multor metode numerice pentru rezolvareasistemelor ODE nu difera fata de cazul ecuatiilor.
 De aceea, în cele ce urmeaza vom adopta notatia pentruecuatii, în care functia necunoscuta este x(t) si membruldrept al ecuatiei este f (x(t), t).
 În cazul sistemelor, formulele ar trebui modificate astfelîncât sa apara x(t) si f(x(t), t).
 Metodele numerice în care aceasta notatie nu este potrivita vorfi discutate separat. Ele sunt metode dezvoltate pentru clasespeciale de probleme, care genereaza sisteme ODE cu oanumita structura.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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11/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler explicita
 Dezvoltarea în serie Taylor în jurul lui tj
 x(tj + h) = x(tj) +h1!
 x ′(tj) +h2
 2!x ′′(tj) + · · · (5)
 Formula Taylor
 x(tj + h) = x(tj) +h1!
 x ′(tj) +h2
 2!x ′′(ζ) (6)
 x(tj + h) = x(tj) + hf (x(tj), tj) + O(h2) (7)
 Daca am presupune ca valoarea la iteratia j a fost calculataexact xj = x(tj) atunci
 x(tj + h) = xj + hf (xj , tj) + O(h2) (8)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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12/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler explicita
 Daca am presupune ca valoarea la iteratia j nu este afectata deerori xj = x(tj) atunci
 x(tj + h) = xj + hf (xj , tj) + O(h2)
 Daca adoptam ca formula de calcul (Euler explicit)
 xj+1 = xj + hf (xj , tj) (9)
 atunci eroarea locala la iteratia j este
 el = |x(tj+1)− xj+1| = O(h2) (10)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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13/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler explicita
 Daca am presupune ca valoarea la iteratia j nu a fost calculataexact x(tj) = xj + exj atunci
 x(tj + h) = xj + exj + hf (xj , tj) + O(h2)
 Daca adoptam ca formula de calcul (Euler explicit)
 xj+1 = xj + hf (xj , tj) (11)
 atunci eroarea locala este
 exj+1 = |x(tj+1)− xj+1| = exj + O(h2) (12)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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14/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler explicita
 Eroarea globala este eroarea la ultimul moment de timp
 eg = |x(tn)− xn| = exn + O(h2) = exn−1 + O(h2) + O(h2) =
 = nO(h2) =T − t0
 hO(h2) = O(h) (13)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare

Page 22
                        

15/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler explicita
 O alta varianta de deducere a relatiei de calcul
 dxdt
 = f (x(t), t) (14)
 Se scrie ecuatia la momentul de timp discret tj ;
 Pentru derivata: formula de diferente finite progresive deordinul 1
 xj+1 − xj
 h= f (xj , tj) ⇒ (15)
 xj+1 = xj + hf (xj , tj) (16)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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15/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler explicita
 O alta varianta de deducere a relatiei de calcul
 dxdt
 = f (x(t), t) (14)
 Se scrie ecuatia la momentul de timp discret tj ;
 Pentru derivata: formula de diferente finite progresive deordinul 1
 xj+1 − xj
 h= f (xj , tj) ⇒ (15)
 xj+1 = xj + hf (xj , tj) (16)
 Folosirea seriei Taylor este utila pentru estimarea erorii detrunchiere.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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16/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler explicita - algoritm
 procedur a Euler_explicit (xinit,t0,T ,h,x)real xinitreal t0,Treal hn = [(T − t0)/h]tablou real t [n + 1]tablou real x [n + 1]t0 = t0x0 = xinitpentru j = 0,n − 1
 xj+1 = xj + hf (xj , tj)tj+1 = tj + h
 •retur
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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17/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1
 dxdt
 = f (x(t), t) (17)
 xj − xj−1
 h= f (xj , tj) ⇒ (18)
 xj = xj−1 + hf (xj , tj) (19)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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17/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1
 dxdt
 = f (x(t), t) (17)
 xj − xj−1
 h= f (xj , tj) ⇒ (18)
 xj = xj−1 + hf (xj , tj) (19)
 Relatia este implicita, la fiecare pas se rezolva o ecuatiealgebrica neliniara pentru determinarea marimii xj
 Metoda Euler implicita
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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17/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1
 dxdt
 = f (x(t), t) (17)
 xj − xj−1
 h= f (xj , tj) ⇒ (18)
 xj = xj−1 + hf (xj , tj) (19)
 Relatia este implicita, la fiecare pas se rezolva o ecuatiealgebrica neliniara pentru determinarea marimii xj
 Metoda Euler implicitaSi în acest caz
 el = O(h2) eg = O(h)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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18/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 xj = xj−1 + hf (xj , tj) (20)
 Ecuatia neliniara de rezolvat: F (x) = 0, unde
 F (x) = x − xj−1 − hf (x , tj)
 Iteratii simple:
 x (n) = x (v) + cF (x (v)) aici x (n) = x (n)j x (v) = x (v)
 j
 x (n)j = x (v)
 j + c(x (v)j − xj−1 − hf (x (v)
 j , tj))
 De exemplu, daca c = −1
 x (n)j = xj−1 + hf (x (v)
 j , tj))
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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18/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 xj = xj−1 + hf (xj , tj) (20)
 Ecuatia neliniara de rezolvat: F (x) = 0, unde
 F (x) = x − xj−1 − hf (x , tj)
 Newton:
 x (n) = x (v) + cF (x (v)) aici x (n) = x (n)j x (v) = x (v)
 j
 c = −1/F ′(x (v)) unde F ′(x) = 1 − h ∂f∂x (x , tj)
 x (n)j = x (v)
 j −x (v)
 j − xj−1 − hf (x (v)j , tj)
 1 − h ∂f∂x (x
 (v)j , tj)
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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19/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 La fiecare pas de timp se rezolva o ecuatie neliniara;
 Initializarea rezolvarii ecuatiei neliniare - de exemplu cusolutia de la Euler explicit (metoda predictor-corector);
 Eroarea si numarul maxim admis de iteratii pentruprocedura neliniara - trebuie sa fie parametri de intrarepentru Euler implicit;
 Daca f este o functie liniara, atunci F (x) = 0 este oecuatie liniara, solutia se poate calcula explicit.
 Metoda Euler este o metoda cu un pas, de ordinul 1.
 Metoda cu un pas = valoarea într-un punct tj+1 se calculeaza în functie decomportarea functiei în intervalul [tj , tj+1). În metoda Euler, valoarea tj+1 secalculeaza în functie de valoarea în tj .
 Ordinul metodei = se refera la ordinul erorii globale, aici eg = O(h).
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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20/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 procedur a Euler_implicit (xinit,t0,T ,h,err,maxit,x)real xinitreal t0,Treal hreal errîntreg maxitn = [(T − t0)/h]tablou real t [n + 1]tablou real x [n + 1]t0 = t0x0 = xinit....
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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20/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 procedur a Euler_implicit (xinit,t0,T ,h,err,maxit,x)....pentru j = 0,n − 1
 xn = xj + hf (xj , tj) ; initializare ca la Euler explicit; iteratii simple (c=-1)k = 0repet a
 xv = xnxn = xj + hf (xv , tj)k = k + 1d = |xv − xn|
 pâna când (d < err) sau k > maxitdaca k > maxit scrie procedura neliniara neconvergentatj+1 = tj + hxj+1 = xn
 retur sau cu Newton:
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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20/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metoda Euler implicita
 procedur a Euler_implicit (xinit,t0,T ,h,err,maxit,x)....pentru j = 0,n − 1
 xn = xj + hf (xj , tj) ; initializare ca la Euler explicit; Newtonk = 0repet a
 xv = xnxn = xj − (xv − xj−1 − hf (xv , tj))/(1 − h · fder(xv , tj))k = k + 1d = |xv − xn|
 pâna când (d < err) sau k > maxitdaca k > maxit scrie procedura neliniara neconvergentatj+1 = tj + hxj+1 = xn
 retur
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21/61
 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 E
 R
 i(t)
 u(t) e(t)=E · 1(t)
 R
 i(t)
 u(t)
 C = 4µF, E = 20 mV, R = 10 Ω, u(0) = 0.
 Ri(t) + u(t) = E i(t) = Cdu(t)
 dt, (21)
 RCdu(t)
 dt+ u(t) = E . u(0) = u0 = 0. (22)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 E
 R
 i(t)
 u(t) e(t)=E · 1(t)
 R
 i(t)
 u(t)
 Solutie analitica
 u(t) = (u0 − E) exp(−t/τ) + E . (21)
 unde τ = RC este constanta de timp a circuitului.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 Ecuatia (22) o rescriem ca
 du(t)dt
 +1τ
 u(t) =1τ
 E . (22)
 Vom urmari calculul numeric în intervalul de timp [0, tmax ] undetmax = 10τ într-o retea echidistanta de n puncte tj , unde pasulde discretizare h este
 tj+1 − tj = h, pentru j = 1, . . . , n − 1. (23)
 Vom nota valorile discrete obtinute prin rezolvare numerica cuuj . Ele vor fi aproximatii ale marimii reale u.
 uj ≈ u(tj). (24)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 du(t)dt
 +1τ
 u(t) =1τ
 E . (25)
 Varianta I - Euler explicit (dif. finite progresive de ord. 1)
 uj+1 − uj
 h+
 1τ
 uj =1τ
 E , (26)
 ⇒ uj+1 poate fi calculata explicit cu formula
 uj+1 = uj
 (
 1 −hτ
 )
 +hτ
 E . (27)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 uj+1 = uj
 (
 1 −hτ
 )
 +hτ
 E . (28)
 procedur a euler_explicit_RC(u0,E,tau,h,N,u)
 ; rezolva ecuatia du(t)dt + 1
 τu(t) = 1
 τE cu metoda diferentelor finite
 ; d/dt se discretizeaza folosind diferente progresive de ordinul 1real u0 ; conditia initiala - datareal E ; coeficient în ecuatie - datareal tau ; constanta de timp - datareal h ; pas de discretizare al intervalului de timp - datîntreg n ; numar de valori de timp - dattablou real u[n] ; solutia discreta - rezultatu(1) = u0pentru j = 1,n-1
 u(j+1) = u(j)*(1-h/tau) + h*E/tau•
 retur
 Aceasta metoda, este instabila pentru h > τ .
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 du(t)dt
 +1τ
 u(t) =1τ
 E . (29)
 Varianta a II-a - Euler implicit (dif. finite regresive de ord. 1)
 uj − uj−1
 h+
 1τ
 uj =1τ
 E , (30)
 ⇒ uj poate fi calculata explicit:
 uj =
 (
 uj−1 +hτ
 E)
 /
 (
 1 +hτ
 )
 . (31)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 du(t)dt
 +1τ
 u(t) =1τ
 E . (29)
 Varianta a II-a - Euler implicit (dif. finite regresive de ord. 1)
 uj − uj−1
 h+
 1τ
 uj =1τ
 E , (30)
 ⇒ uj poate fi calculata explicit:
 uj =
 (
 uj−1 +hτ
 E)
 /
 (
 1 +hτ
 )
 . (31)
 În acest caz nu este nevoie de rezolvarea unei ecuatii neliniare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 uj =
 (
 uj−1 +hτ
 E)
 /
 (
 1 +hτ
 )
 . (32)
 procedur a euler_implicit_RC(u0,E,tau,h,n,u)
 ; rezolva ecuatia du(t)dt + 1
 τu(t) = 1
 τE cu metoda diferentelor finite
 ; d/dt se discretizeaza folosind diferente regresive de ordinul 1real u0 ; conditia initiala - datareal E ; coeficient în ecuatie - datareal tau ; constanta de timp - datareal h ; pas de discretizare al intervalului de timp - datîntreg n ; numar de valori de timp - dattablou real u[n] ; solutia discreta - rezultatu(1) = u0pentru j = 2,n
 u(j) = (h*E/tau + u(j-1))/(1 + h/tau)• retur
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 0 1 2 3 4
 x 10−4
 0
 0.005
 0.01
 0.015
 0.02
 0.025
 0.03
 0.035
 0.04
 t [s]
 u [V
 ]
 h/tau = 2.000000
 analiticprog ord 1regr ord 1
 0 1 2 3 4
 x 10−4
 0
 0.005
 0.01
 0.015
 0.02
 0.025
 t [s]
 Ero
 are
 abso
 luta
 [V]
 h/tau = 2.000000
 prog ord 1regr ord 1
 Cazul h = 2τ .
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 0 1 2 3 4
 x 10−4
 0
 0.005
 0.01
 0.015
 0.02
 0.025
 0.03
 0.035
 0.04
 t [s]
 u [V
 ]
 h/tau = 1.000000
 analiticprog ord 1regr ord 1
 0 1 2 3 4
 x 10−4
 0
 0.005
 0.01
 0.015
 0.02
 0.025
 t [s]
 Ero
 are
 abso
 luta
 [V]
 h/tau = 1.000000
 prog ord 1regr ord 1
 Cazul h = τ .
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Exemplu
 0 1 2 3 4
 x 10−4
 0
 0.005
 0.01
 0.015
 0.02
 0.025
 0.03
 0.035
 0.04
 t [s]
 u [V
 ]
 h/tau = 0.500000
 analiticprog ord 1regr ord 1
 0 1 2 3 4
 x 10−4
 0
 0.005
 0.01
 0.015
 0.02
 0.025
 t [s]
 Ero
 are
 abso
 luta
 [V]
 h/tau = 0.500000
 prog ord 1regr ord 1
 Cazul h = τ/2.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metode θ
 Metoda Euler face parte din categoria metodelor numite "θ". încare aproximatia xj se calculeaza prin rezolvarea ecuatiei
 −xj−1 + xj = h[
 θf (xj−1, tj−1) + (1 − θ)f (xj , tj)]
 , (33)
 Exista urmatoarele scheme de calcul celebre
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metode într-un pas - metode θ
 Metoda Euler explicita (sau progresiva) θ = 1:
 xj = xj−1 + hf (xj−1, tj−1) (34)
 unde h = tj − tj−1.(Derivata: diferente finite progresive de ordinul 1).
 Metoda Euler implicita (sau regresiva) θ = 0:
 xj = xj−1 + hf (xj , tj) (35)
 unde h = tj − tj−1.(Derivata: diferente finite regresive de ordinul 1.)
 Metoda trapezelor θ = 1/2:
 xj = xj−1 +h2(f (xj−1, tj−1) + f (xj , tj)) (36)
 unde h = tj − tj−1.(Pe aceasta varianta de calcul se bazeaza metoda Crank-Nicolsonpentru rezolvarea PDE.)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metode într-un pas - metode θ
 Justificarea numelui metodei trapezelor.
 x(t) =∫ t
 t0f (x(t ′), t ′) dt ′. (37)
 Considerând momentele discrete tj−1 si tj are loc
 x(tj) =∫ tj−1
 t0f (x(t), t) dt +
 ∫ tj
 tj−1
 f (x(t), t) dt . (38)
 Schema de calcul va înlocui valorile exacte cu uneleaproximative, în consecinta
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metode într-un pas - metode θ
 xj = xj−1 + I, (39)
 unde I reprezinta o aproximare pentru integrala
 ∫ tj
 tj−1
 f (x(t), t) dt
 Cea mai simpla aproximare a integralei = aria trapezuluicorespunzator intervalului [tj−1, tj ] ⇒
 xj = xj−1 +h2
 (
 f (xj−1, tj−1) + f (xj , tj))
 adica exact formula (36).Metoda trapezelor este de ordinul 2.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Metoda Euler explicitaMetoda Euler implicitaExempluMetode θ
 Metode într-un pas - metode θ
 Tema (facultativ):1 Transformati pseudocodul metodei Euler implicit într-o
 metoda generala θ, în care θ este un parametru.2 Tratati separat cazul θ = 1 astfel încât algoritmul sa includa
 si metoda Euler explicita.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Metoda Taylor
 Pentru a avea o acuratete mai mare → seria Taylor cu unnumar suplimentar de termeni:Formula Taylor
 x(tj + h) = x(tj) +h1!
 x ′(tj) +h2
 2!x ′′(tj) +
 h3
 3!x (3)(ζ) (40)
 x(tj + h) = x(tj) + hf (x(tj), tj) + h2f ′(x(tj), tj) + O(h3) (41)
 xj+1 = xj + hf (xj , tj) +h2
 2f ′(xj , tj) (42)
 E nevoie de f ′ - poate fi costisitor de evaluat.Se prefera variante care folosesc numai evaluari ale functiei f .
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Metoda Euler modificata
 Se estimeaza solutia în punctul central ca la Euler explicit
 xj+1/2 = xj +h2
 f (xj , tj) (43)
 Aceasta estimare se foloseste pentru a aproxima derivata lui xîn ti+1/2
 x ′
 j+1/2 = f (xj+1/2, tj+1/2) (44)
 care se foloseste pentru a aproxima derivata pe întregulinterval [tj , tj+1]
 xj+1 = xj + hf (xj+1/2, tj+1/2) (45)
 Aceasta idee duce la familia de metode Runge-Kutta (RK).(Euler modificata = este o varianta de RK cu doua etape)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Metoda RK cu ν etape:
 xj+1 = xj + hΦ (46)
 Φ = Φ(xj , tj , h)
 Φ =ν
 ∑
 i=1
 biKi (47)
 bi coeficienti constanti, numiti ponderi, se aleg convenabil
 Ki = Ki(xj , tj , h) se calculeaza astfel:
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 K1 = f (xj , tj) (48)
 K2 = f (xj + h(a21K1), tj + c2h) (49)
 K3 = f (xj + h(a31K1 + a32K2), tj + c3h) (50)...
 Kν = f (xj + hν−1∑
 p=1
 aνpKp, tj + cνh) (51)
 undeali coeficienti constanti, formeaza matricea Runge-Kutta,se aleg convenabil,ci coeficienti constanti, se numesc noduri, se alegconvenabil.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Scris pe scurt (util pentru scrierea pseudocodului):
 RK explicite
 xj+1 = xj + hΦ, j = 0, . . . , n − 1 (52)
 Φ =ν
 ∑
 i=1
 biKi (53)
 K1 = f (xj , tj) (54)
 Ki = f (xj + hi−1∑
 p=1
 aipKp, tj + cih) i = 2, . . . , ν (55)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Pentru a aplica metoda RK, trebuie specificat numarul de pasi(ordinul) ν si valorile constante din structurile a, b, c.Tabelul lui Butcher
 0c2 a21
 c3 a31 a32...
 ...cν aν,1 aν,2 · · · aν,ν−1
 b1 b2 · · · bν−1 bν
 Proprietati:
 ν∑
 i=1
 bi = 1
 i−1∑
 k=1
 aik = ci ,
 i = 2, νCoeficientii se determina astfel încât relatia RK de ordinul ν safie echivalenta cu dezvoltarea în serie Taylor de ordinul ν.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Runge-Kutta cu 1 pas
 xj+1 = xj + hΦ
 Φ = b1K1
 K 1 = f (xj , tj)
 ⇒ xj+1 = xj+hb1f (xj , tj)
 Taylorxj+1 = xj + hf (xj , tj) + O(h2)
 ⇒ b1 = 1 ⇒ xj+1 = xj + hf (xj , tj) este Euler explicit0
 1
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Runge-Kutta cu 2 pasi
 xj+1 = xj + hΦ
 Φ = b1K1 + b2K2
 K 1 = f (xj , tj)
 K 2 = f (xj + h(a21K1), tj + c2h)
 ⇒ xj+1 = xj + h[
 b1f (xj , tj) + b2f (xj + h(a21K1), tj + c2h)]
 Taylor
 xj+1 = xj + hf (xj , tj) +h2
 2f ′(xj , tj)O(h3)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Runge-Kutta cu 2 pasiSe foloseste f ′(x , t) = ∂f
 ∂t +∂f∂x
 ∂x∂t si prin identificare rezulta
 conditiile
 b1 + b2 = 1
 b2c2 =12
 b2a21 =12
 3 ecuatii, 4 necunosute, una se alege parametru (α)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Runge-Kutta cu 2 pasi
 0c2 = α a21 = α
 b1 = 1 − 12α b2 = 1
 2α
 Exista o infinitate de metode RK cu 2 pasi, dar urmatoarelesunt cele mai folosite.
 α = 1/2 -metoda Euler modificata;
 α = 1 - metoda Heun;
 α = 2/3 - metoda Ralston.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 Runge-Kutta explicita, cu 4 pasi - cea mai populara
 Varianta clasica
 01/2 1/21/2 0 1/2
 1 0 0 11/6 1/3 1/3 1/6
 xj+1 = xj + hΦ
 Φ = (K1 + 2K2 + 2K3 + K4)/6
 K 1 = f (xj , tj)
 K 2 = f (xj + h/2 ∗ K1, tj + h/2)
 K 3 = f (xj + h/2 ∗ K2, tj + h/2)
 K 4 = f (xj + h ∗ K3, tj + h)
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 procedur a RungeKutta_explicit (ν,xinit,t0,T ,h,x)întreg ν ; metoda cu ν pasireal xinitreal t0,Treal hn = [(T − t0)/h]tablou real t [n + 1]tablou real x [n + 1]tablou real K [ν]real Φtablou real a[ν, ν], b[ν], b[ν] ; tablou ButcherButcher (ν,a,b,c) ; instantiaza tabelul Butchert0 = t0x0 = xinitpentru j = 0,n − 1 ; parcurge pasii de timp
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 TaylorEuler modificataRunge-Kutta explicita
 Familia de metode Runge-Kutta - explicite
 pentru j = 0,n − 1 ; parcurge pasii de timpK1 = f (xj , tj)Φ = Φ + b1K1
 pentru i = 2, νs = 0pentru p = 1, i − 1
 s = s + aipKp
 •Ki = f (xj + hs, tj + cih)Φ = Φ + biKi
 •xj+1 = xj + hΦtj+1 = tj + h
 •
 retur
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Metode RK integrate
 Embedded Runge-Kutta
 Estimeaza eroarea de trunchiere dintr-un singur pas RK,permitând astfel adaptarea pasului de integrare.
 Pentru aceasta se folosesc doua metode, una de ordin ν si unade ordin ν − 1. Tabelul Butcher al metodei de ordin superior seextinde cu ponderile din metoda de ordin inferior.
 0c2 a21c3 a31 a32
 .
 .
 ....
 cν aν,1 aν,2 · · · aν,ν−1b1 b2 · · · bν−1 bνb∗1 b∗2 · · · b∗
 ν−1 0
 Exemple:
 Bogacki-Shampine: RK 2 si 3;
 Fehlberg: RK 4 si 5;
 Cash-Karp: modifica Fehlberg,RK4(5);
 Dormand-Prince: tot RK4(5).
 etc.Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Metode RK integrate
 Embedded Runge-KuttaTema (facultativ): scrieti pseudocodul unei algoritm integratHeun (RK2)-Euler(RK1).
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Metode RK implicite
 Sunt folosite atunci când RK explicite sunt instabile.
 xj+1 = xj + hΦ, j = 0, . . . , n − 1 (56)
 Φ =ν
 ∑
 i=1
 biKi (57)
 K1 = f (xj , tj) (58)
 Ki = f (xj + hν
 ∑
 p=1
 aipKp, tj + cih) i = 2, . . . , ν (59)
 Diferenta fata de RK explicita - suma din expresia lui ki se facepâna la ν. La metoda explicita sumarea era pâna la i − 1.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Metode RK implicite
 Tabelul Butcher are acum matricea a plina.c1 a11 a12 · · · a1,ν−1 a1,ν
 c2 a11 a12 · · · a1,ν−1 a1,ν...
 ...cν aν,1 aν,2 · · · aν,ν−1 aν,ν
 b1 b2 · · · bν−1 bν
 b∗
 1 b∗
 2 · · · b∗
 ν−1 b∗
 ν
 c a
 bT
 Si aici se pot face algoritmi integrati, pentru a adapta pasul deintegrare.
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Metode RK implicite
 Exemplu:
 Euler implicit(RK impl.,ord.1)
 1 1
 1
 Metoda trapezelor(RK impl.,ord.2)
 0 0 01 1/2 1/2
 1/2 1/2
 Integrarea lor1(2)
 0 0 01 1/2 1/2
 1/2 1/21 0
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Metode RK implicite
 Exemplu:
 Euler implicit(RK impl.,ord.1)
 1 1
 1
 Metoda trapezelor(RK impl.,ord.2)
 0 0 01 1/2 1/2
 1/2 1/2
 Integrarea lor1(2)
 0 0 01 1/2 1/2
 1/2 1/21 0
 Tema (facultativ) - scrieti pseudocodul acestei metode.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Metode RK implicite
 Variante celebre:
 Gauss-Legendre - bazate pe integrarea numerica Gauss;
 Lobato (3 familii de metode IIIA, IIIB si IIIC) - auc1 = 0, cν = 1;
 Radau (2 familii de metode, IA si IIA).
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Sisteme rigide
 Sistem rigid = sistem pentru care o anumita metoda numerica nuconverge daca pasul de integrare nu este ales foarte mic.Obs:
 Într-un astfel de punct solutia sistemului nu are variatii mari. Estevina sistemului, nu a solutiei lui.
 Nu exista o definitie riguroasa pentru un sistem rigid.
 Daca sistemul de rezolvat poate fi pus sub forma
 dxdt
 = Ax + g(t)
 atunci el este "rigid" daca raportul modulelor partilor reale alevalorilor proprii extreme ale matricei A este mare.Solutia are componente care descresc mult mai repede decât altele⇔ constantele lui de timp au ordine de marime diferite.Pentru astfel de sisteme trebuie folosite metode implicite.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Sisteme rigide
 Sistem rigid = sistem pentru care o anumita metoda numerica nuconverge daca pasul de integrare nu este ales foarte mic.Obs:
 Într-un astfel de punct solutia sistemului nu are variatii mari. Estevina sistemului, nu a solutiei lui.
 Nu exista o definitie riguroasa pentru un sistem rigid.
 Daca sistemul de rezolvat poate fi pus sub forma
 dxdt
 = Ax + g(t)
 atunci el este "rigid" daca raportul modulelor partilor reale alevalorilor proprii extreme ale matricei A este mare.Solutia are componente care descresc mult mai repede decât altele⇔ constantele lui de timp au ordine de marime diferite.Pentru astfel de sisteme trebuie folosite metode implicite.Tema (facultativ) Studiati problema sistemelor rigide, criterii de stabilitate (A, L) pentru metodele unipas.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 COMSOL
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 COMSOL
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Matlab (non-stiff)https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Matlab (non-stiff) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
 Single-step
 ode45 is based on an explicit Runge-Kutta (4,5) formula, theDormand-Prince pair.
 ode23 is an implementation of an explicit Runge-Kutta (2,3) pair ofBogacki and Shampine. It may be more efficient thanode45 at crude tolerances and in the presence of moderatestiffness.
 Multi-step
 ode113 is a variable-step, variable-order Adams-Bashforth-MoultonPECE solver of orders 1 to 13. The highest order usedappears to be 12, however, a formula of order 13 is used toform the error estimate and the function does localextrapolation to advance the integration at order 13. It maybe more efficient than ode45 at stringent tolerances or if theODE function is particularly expensive to evaluate.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
 https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Matlab (stiff) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
 https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Matlab (stiff) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
 Single-step
 ode23s is based on a modified Rosenbrock formula of order 2.Because it is a single-step solver, it may be more efficientthan ode15s at solving problems that permit crudetolerances or problems with solutions that change rapidly. Itcan solve some kinds of stiff problems for which ode15s isnot effective. The ode23s solver evaluates the Jacobianduring each step of the integration, so supplying it with theJacobian matrix is critical to its reliability and efficiency.
 ode23t is an implementation of the trapezoidal rule using a "free"interpolant. This solver is preferred over ode15s if theproblem is only moderately stiff and you need a solutionwithout numerical damping. ode23t also can solvedifferential algebraic equations (DAEs)
 Multi-step ode15s, ode23tb
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
 https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Matlab (stiff) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
 Single-step ode23s, ode23t
 Multi-stepode15s is a variable-step, variable-order (VSVO) solver based on
 the numerical differentiation formulas (NDFs) of orders 1 to5. Optionally, it can use the backward differentiationformulas (BDFs, also known as Gears method) that areusually less efficient. Like ode113, ode15s is a multistepsolver. Use ode15s if ode45 fails or is very inefficient andyou suspect that the problem is stiff, or when solving adifferential-algebraic equation (DAE).
 ode23tb is an implementation of TR-BDF2, an implicit Runge-Kuttaformula with a trapezoidal rule step as its first stage and abackward differentiation formula of order two as its secondstage. By construction, the same iteration matrix is used inevaluating both stages. Like ode23s and ode23t, this solvermay be more efficient than ode15s for problems with crudetolerances.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
 https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
 Matlab (fully-implicit) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
 Multi-step
 ode15i is a variable-step, variable-order (VSVO) solver based onthe backward differentiation formulas (BDFs) of orders 1 to5. ode15i is designed to be used with fully implicitdifferential equations and index-1 differential algebraicequations (DAEs). The helper function decic computesconsistent initial conditions that are suitable to be used withode15i.
 Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
 https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
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 Formularea problemeiMetode θ
 Metode explicite de ordin superiorAspecte avansate
 Adaptarea pasului - metode RK integrateMetode impliciteSisteme stiff (rigide)Exemple din mediile uzuale în care lucrati
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 [Cheney08] W.Cheney, D.Kincaid, Numerical Mathematics andComputing, Brooks/Cole publishing Company,2000. (Capitolele10 si 11)
 Disponibila la http://www.physics.brocku.ca/Courses/5P10/References/cheneykincaid.pdf
 [Press02] W.H.Press, S.A.Teukolsky, W.T. etterling, B.P.Flannery, Numerical Recipies in C, 2002. (Capitolul 16)
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 [Strang&Moler15] Introduction to Differential Equations and theMATLAB ODE Suite - Open Courseware at MIT
 Disponibil la http://ocw.mit.edu/RES-18-009F15 sau https://www.youtube.com/watch?v=ZvL88xqYSak
 [Trefethen18] N.Trefethen, Exploring ODEs, SIAM 2018.
 Disponibil la https://people.maths.ox.ac.uk/trefethen/books.html
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