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Kapitel XI
 Gruppen
 Wir erinnern uns an einige Definitionen und Satze aus §1 (siehe Lineare Algebra I). Wirschreiben im folgenden die Verknupfungen multiplikativ, lassen also den Punkt · meist weg.
 § 42 Grundlegende Begriffe
 42.1 Definition
 Gegeben seien zwei Gruppen G und G! . Eine Abbildung ! : G ! G! heißt ein (Gruppen–)Homo-morphismus, wenn fur alle a, b " G gilt68: !(a · b) = !(a) · !(b) .Im Falle G = G! sprechen wir von einem (Gruppen–)Endomorphismus.
 42.2 Bemerkungen
 Gegeben seien die Gruppen G, G!, G!! und die Gruppen–Homomorphismen ! : G ! G! sowie!! : G! ! G!! . Ferner seien e " G und e! " G! die neutralen Elemente. Dann gilt:
 (i) !(e) = e! .
 (ii) !(a"1) = (!(a))"1 fur alle a " G .
 (iii) Die Komposition !! # ! ist auch ein Gruppen–Homomorphismus.
 (iv) ! ist injektiv genau dann, wenn Ker ! := {a " G | !(a) = e!} = {e} gilt.
 Beweis:
 zu (i): Aus !(e) = !(e e) = !(e)!(e) folgt wegen der eindeutigen Bestimmtheit von e! :!(e) = e! (vgl. Bemerkung 1.3).
 zu (ii): Ist a " G , so gilt mit (i): e! = !(e) = !(a a"1) = !(a) !(a"1) , also wegen dereindeutigen Bestimmtheit des inversen Elementes: !(a"1) = (!(a))"1 .
 68Man beachte, daß sich die erste Operation · auf die Gruppe G bezieht, die zweite Verknupfung · gilt in G! .Dies wird — wie angekundigt — ab jetzt nicht mehr extra unterschieden.
 227
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228 KAPITEL XI. GRUPPEN
 zu (iii): ist klar. !zu (iv): ”$“: Ist ! injektiv, so muß Ker! einelementig sein, d. h.: Ker ! = {e} .
 ”%“: Ist !(a) = !(b) , dann gilt:!(a b"1) = !(a) !(b"1) = !(a) (!(b))"1 = !(a) (!(a))"1 = e! ,
 also a b"1 = e , d. h.: a = b .
 "
 42.3 Definition
 Ist U &= ! eine Teilmenge einer Gruppe G , so heißt U eine Untergruppe von G, wenn U mitder Verknupfung aus G selbst eine Gruppe ist.(Kurzschreibweisen fur Untergruppen U : U ' G oder falls U (
 "=G ist: U < G .)
 Die Teilmengen E := {e} und G selbst bilden stets Untergruppen von G ; man nennt sie auchdie trivialen Untergruppen von G.
 42.4 Satz
 Ist G eine Gruppe und ! &= U ( G eine Teilmenge von G , dann sind aquivalent:
 a) U ist eine Untergruppe von G .
 b) Aus a, b " U folgt: a b"1 " U .
 c) Aus a, b " U folgt: a"1 b " U .
 Beweis:
 ”a) $ b)“ und ”a) $ c)“ sind klar. !”b) $ a)“: Wegen U &= ! existiert ein u " U ; damit ist u u"1 = e " U . Ist also a " U , so auche a"1 = a"1 " U . Sind schließlich a, b " U , so auch a, b"1 " U woraus sich a (b"1)"1 = a b " Uergibt.Entsprechend folgt die Aussage ”c) $ a)“. "
 42.5 Folgerung
 Ist ! : G ! G! ein Gruppen–Homomorphismus, so ist der Kern Ker ! stets eine Untergruppevon G und das Bild Im ! := !(G) stets eine Untergruppe von G! .
 Beweis:
 (i) Es gilt: Ker! &= ! wegen !(e) = e! ; sind a, b " Ker ! , so folgt:!(a b"1) = !(a) !(b)"1 = e! (e!)"1 = e! e! = e! .
 (ii) Gilt: a!, b! " Im ! , d. h.: a! = !(a) und b! = !(b) mit a, b " G , dann folgt:a! (b!)"1 = !(a)!(b)"1 = !(a b"1) , also: a! (b!)"1 " Im ! .
 "
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§ 42. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 229
 42.6 Definition
 Ein (Gruppen–)Homomorphismus ! : G ! G! heißt (Gruppen–)Isomorphismus, wenn ! bijektivist. Ein (Gruppen–)Isomorphismus ! : G ! G heißt ein (Gruppen–)Automorphismus. Eininjektiver (Gruppen–)Homomorphismus heißt ein (Gruppen–)Monomorphismus, ein surjektiver(Gruppen–)Homomorphismus heißt (Gruppen–)Epimorphismus.
 42.7 Beispiel
 Wir betrachten eine Menge {e, a, b, c} von vier Elementen mit der Verknupfungstafel
 · e a b ce e a b ca a b c eb b c e ac c e a b
 und bezeichnen die sich so ergebende Gruppe mit A(4) .Entsprechend bildet {e!, a!, b!, c!} mit der Verknupfungstafel
 · e! a! b! c!
 e! e! a! b! c!
 a! a! e! c! b!
 b! b! c! e! a!
 c! c! b! a! e!
 eine abelsche Gruppe, die wir mit A(2,2) bezeichnen.Dann existiert kein Isomorphismus ! : A(4) ! A(2,2) . Gabe es namlich einen solchen, so ware!(e) = e! und !(d) " A(2,2) \ {e!} fur d &= e . Und dann folgte mit !(a2) = !(b) &= e! und(!(a))2 = e! ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des neutralen Elements.Die Gruppe A(2,2) heißt (Klein’sche) Vierergruppe.
 42.8 Bemerkung
 Ist G eine beliebige Gruppe, dann bildet die Menge
 AutG := {! : G ! G | ! ist Automorphismus}
 mit der Komposition # als Verknupfung eine Gruppe, die sogenannte Automorphismengruppevon G. Ist x " G , so definieren wir !x : G ! G durch !x(y) := x y x"1 .Wegen !x(y z) = x (y z)x"1 = x y x"1 x z x"1 = !x(y)!x(z) ist !x bereits ein Homomor-phismus. Aus !x # !x#1 = !x#1 # !x = idG folgt, daß !x sogar ein Automorphismus auf Gist.Und ! " AutG heißt ein innerer Automorphismus, wenn ein x " G existiert mit ! = !x .Zwei Elemente a, b " G heißen konjugiert, wenn es ein x " G gibt mit
 !x(b) = x b x"1 = a .
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230 KAPITEL XI. GRUPPEN
 Wir erhalten einen Homomorphismus "G : G ! AutG durch "G(x) := !x ; denn es gilt:
 !xy(z) = x y z (x y)"1
 = x y z y"1 x"1
 = x!y(z) x"1
 = !x(!y(z))%$ !xy(z) = (!x # !y)(z) ,
 d. h.: "G(x y) = "G(x) # "G(y) .Weiter ist
 Ker "G = {x " G | !x = idG}= {x " G | x y x"1 = y fur alle y " G}
 %$ Ker "G = {x " G | x y = y x fur alle y " G} .
 Und Ker"G heißt das Zentrum von G. Manchmal schreiben wir auch Z(G) statt Ker"G .Eine Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn Z(G) = G ist.
 42.9 Bemerkung
 Es seien X, Y nichtleere Mengen und f : X ! Y eine bijektive Abbildung; dann sind die sym-metrischen Gruppen S(X) und S(Y ) isomorph zueinander (vgl. Beispiel 1.6d) aus LineareAlgebra I).
 Beweis:
 Wir betrachten die Abbildung ! : S(X) ! S(Y ) mit !(g) := f # g # f"1 ; dann definiert!"1(h) = f"1 # h # f die Umkehrabbildung von ! . Außerdem gilt:
 !(g1 # g2) = f # (g1 # g2) # f"1
 = (f # g1) # (g2 # f"1)= (f # g1 # f"1) # (f # g2 # f"1)= !(g1) # !(g2) ,
 also ist ! ein Homomorphismus und damit ein Isomorphismus. "
 42.10 Satz
 Zu jeder Gruppe G gibt es einen Monomorphismus # : G ! S(G) , also ist G stets isomorph zueiner Untergruppe von S(G) .
 Beweis:
 Wir definieren #(g) := !g mit !g(a) = g a ; dann ist !g injektiv (durch ”Kurzen“) und surjektiv(Losbarkeit der Gleichung g x = b ; vgl. Satz 1.4 aus Lineare Algebra I), also ist !g " S(G) .
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§ 42. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 231
 Fur alle g, h " G und beliebigem a " G gilt:
 #(g h)(a) = !g h(a)= (g h) a
 = g (h a)= g !h(a)= !g(!h(a))= !g(a) # !h(a) ,
 also ist # ein Homomorphismus auf Im # . Und # ist injektiv, denn aus #(g) = idG = #(e)folgt: !g(e) = g e = e und damit: g = e . "
 42.11 Bemerkung
 Ist die Gruppe G endlich, so ist also G isomorph zu einer Untergruppe der Permutationen Sn ,wobei n die Anzahl der Elemente in G sei.Als Ordnung ordG bezeichnet man die exakte Anzahl der Elemente einer endlichen Gruppe G ;ist die Anzahl nicht endlich, so schreiben wir: ordG = ) .Existiert ein n " IN# mit an = e , so heißt die kleinste positive Zahl n mit dieser Eigenschaftdie Ordnung ord a von a in G. Existiert ein solches n nicht, so sei ord a = ) .
 42.12 Bemerkung und Definition
 Ist G eine Gruppe, I eine nichtleere (Index)Menge und (U!)!$I eine Familie von Untergruppenvon G , dann ist der Durchschnitt
 !!$I
 U! eine Untergruppe von G (siehe Satz 42.4, und vgl.
 Satz 2.6 aus Lineare Algebra I). Ist M eine Teilmenge von G , so heißt
 <M> :="{U | U ist Untergruppe von G mit M ( U }
 die von M erzeugte Untergruppe von G.Ist G = <M> , dann nennt man M selbst ein Erzeugendensystem von G.Und G heißt endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugendensystem {a1, a2, . . . , an} ( Ggibt69. Wir schreiben dann auch: G = <a1, a2, . . . , an> . Es ist <!> := {e} = E = <e>und <G> = G .Eine Gruppe G heißt zyklisch, wenn ein Element g " G existiert mit G = <g> .
 42.13 Satz
 Ist M eine Teilmenge der Gruppe G , so besteht das Erzeugnis <M> aus allen endlichenProdukten der Elemente von M und M"1 mit M"1 := {g"1 | g " M} , d. h.
 <M> = {x1 · x2 · . . . · xn | xi " M *M"1 , n " IN#} .
 69Es sei erwahnt, daß {a1, a2, . . . , an} eine Familie ist und keine Menge im strengen Sinne zu sein braucht.
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232 KAPITEL XI. GRUPPEN
 Beweis zu Satz 42.13:
 Sei%
 M := {x1 · x2 · . . . · xn | xi " M *M"1 , n " IN#} . Ist nun U eine Untergruppe von G mitM ( U , so enthalt U auch M ·M = {x · y | x, y " M} und M"1 . Damit ist M (
 %M(<M> .
 Mit Satz 42.4 ergibt sich, daß%
 M eine Untergruppe von G ist. Wegen <M> (<%
 M> =%
 M istschließlich
 %M= <M> . "
 42.14 Folgerung
 Ist G = <g> eine zyklische Gruppe, dann gilt stets: G = {gn | n " ZZ } .Wegen gn gm = gn+m = gm+n = gm gn fur alle m, n " ZZ ist jede zyklische Gruppe abelsch.Ist G = <g> eine unendliche zyklische Gruppe, so betrachten wir auf der additiven zyklischenGruppe ZZ die Abbildung ! : ZZ ! G mit !(n) := gn .Wegen !(n + m) = gn+m = !(n)!(m) ist ! dann ein Homomorphismus. Und ! ist sogar einIsomorphismus.
 Beweis:
 Angenommen, ! ware nicht injektiv; dann gabe es ein m " ZZ\{0} mit !(m) = gm = e . Wegen!(+m) = g"m = (gm)"1 = e"1 = e konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit m " IN#
 voraussetzen. Ist nun n " ZZ beliebig, so existieren r, k " ZZ mit 0 ' k ' m und n = r ·m+ k .Dann gilt: gn = gr m+k = (gm)r gk = e gk = gk , also: G = {gn |n " ZZ } = {gk | 0 ' k ' m+ 1} .Ist m minimal gewahlt, so besteht G genau aus den m Elementen g0, g1, g2, . . . , gm"1 . Gabe esnun Zahlen 0 ' n < k ' m+ 1 mit gn = gk , so folgte: gk"n = e mit 1 ' k + n ' m+ 1 einWiderspruch zur Minimalitat von m . "
 42.15 Beispiele
 a) Fur n " IN# ist (ZZn,+) eine abelsche Gruppe mit Addition Ka + Kb := Ka+b furZZn := {K0, K1, K2, . . . ,Kn"1} und Ka := {c " ZZ | c+a ist durch n teilbar} (vgl.Bemerkung 25.2(ii) aus Lineare Algebra I). Dann ist wegen Km = m ·K1 die GruppeZZn = <K1> zyklisch von der Ordnung n .
 b) Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n " IN# , so ist G isomorph zu (ZZn,+) . Ist etwaG = {e, g, g2, g3, . . . , gn"1} , so definiere man ! : G ! ZZn durch !(gk) := Kk ; dann ist! ein Isomorphismus.
 c) Es sei IE2 die reelle euklidische Ebene (IR2 mit kanonischemSkalarprodukt) und n " IN# ; mit D bezeichnen wir die Dre-hung im Nullpunkt um den Winkel 2"
 n und mit S die Spiege-lung an der y–Achse:
 ! ! x
 "
 y
 !e1
 "e2
 #####
 ........
 ......................... 2"
 n...........
 .....................
 ......................
 ..........
 (Bezuglich der kanonischen Basis hat D bei Drehung gegen den Uhrzeigersinn die darstel-
 lende Matrix#
 cos 2"n + sin 2"
 n
 sin 2"n cos 2"
 n
 $
 " SO(2) , und S besitzt die darstellende Matrix#+1 0
 0 1
 $
 " O(2) . Siehe hierzu §30 in Lineare Algebra II.)
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§ 43. DER SATZ VON LAGRANGE 233
 Wir betrachten die von D und S erzeugte Gruppe als Untergruppe von O(2) und erhalten:
 Dn = idIE2 , S2 = idIE2 , S D S = Dn"1 und D S D = S .
 Mit Satz 42.13 ergibt sich daraus wegen S *D * (S *D)"1 = {S, D, Dn"1} :
 <S, D> = {Si Dj | i, j " IN} .
 Wieviele verschiedene Elemente ergeben nun die Produkte Si Dj ?Es ist <S, D> = {idIE2 , D, D2, D3, . . . ,Dn"1, S, S D, S D2, S D3, . . . , S Dn"1} . DieseGruppe Dn := <S, D> heißt Diedergruppe. Die Ordnung von Dn lautet 2n . Spezi-ell fur n = 4 erhalten wir also eine Gruppe der Ordnung 8 . Es ist ordD = 4 undordS = 2 ; ferner gilt: D S = S D3 , d. h. D4 ist nicht abelsch.
 42.16 Satz
 Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.
 Beweis:
 Sei G = <g> und U ( G eine Untergruppe von G . Ohne Beschrankung der Allgemeinheitsei U &= {e} , da {e} zyklisch ist. Sei weiter u " U mit u &= e ; dann existiert ein m " ZZ \ {0}mit u = gm . Nach dem Untergruppenkriterium ist mit u = gm " U auch u"1 = g"m " U .Also ist entweder m oder +m positiv und damit A := {k " IN# | gk " U} &= ! . Sei s := minAund gl " U beliebig; dann existieren q, r " ZZ mit l = q · s + r und 0 ' r < s . Mit gl " Uund gs " U ist auch gr = gl"q s = gl (gs)"q " U .Im Falle r > 0 ergabe sich ein Widerspruch zur Minimalitat von s . Also ist r = 0 , l = q s unddamit gl = (gs)q , d. h. U (<gs> . Andererseits ist gs " U und <gs> (<U> = U , alsogilt schließlich: U = <gs> . "
 Im folgenden beschaftigen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen ordG und ordU .
 § 43 Der Satz von Lagrange
 Es sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G ; wir legen eine Relation , auf G festdurch
 a , b :%$ a"1 b " U .
 Dann definiert , eine Aquivalenzrelation auf G :
 (A1) a , a fur jedes a " Ggilt wegen a"1 a = e " U .
 (A2) a , b $ b , a fur alle a, b " G ;denn es ist b"1 a = (a"1 b)"1 " U fur a"1 b " U .
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234 KAPITEL XI. GRUPPEN
 (A3) a , b - b , c $ a , c fur alle a, b, c " Gist gultig, denn aus a"1 b " U und b"1 c " U folgt: a"1 c = (a"1 b) (b"1 c) " U .
 (Vgl. §22 in Lineare Algebra I.)Ist dann Ka = {x " G | x , a} = {x " G | a"1 x " U} eine Aquivalenzklasse bezuglich , , sogilt:
 Ka = a U := {a u | u " U} .
 43.1 Definition
 Fur eine Untergruppe U der Gruppe G heißen die Mengen a U mit a " G die Linksnebenklassenvon U . Ist die Menge der Linksnebenklassen endlich, so heißt ihre Anzahl der Index von U in Gund wird mit
 [G : U ] = indG U
 bezeichnet. Ist diese Anzahl unendlich, so sei [G : U ] = indG U = ) .Ist E die von e erzeugte Untergruppe von G , dann gilt: [G : E] = ordG .
 43.2 Satz
 Sind U und U ! Untergruppen der Gruppe G mit U ! ( U , so gilt: [G : U !] = [G : U ] · [U : U !] .
 Beweis:
 Gemaß §22 gelte: G =%i$I
 ai U mit paarweise disjunkten Teilmengen ai U und ebenso
 U =%
 j$Jbj U ! mit paarweise disjunkten Teilmengen bj U ! . Dann folgt:
 I enthalt genau [G : U ] Elemente, und
 J enthalt genau [U : U !] Elemente.
 Damit ist auchG =
 &
 i$I
 &
 j$J
 ai bj U !
 eine Vereinigung paarweise verschiedener Linksnebenklassen von U ! .(Ist namlich ai bj U ! = ak bl U ! , so folgt durch Multiplikation mit U wegen U ! U = U undbj U = U , bl U = U : ai U = ak U . Also ist ai = ak ; in ai bj U ! = ak bl U ! kann nun ”gekurzt“werden, und wir erhalten: bj U ! = bl U ! %$ bj = bl .)Daher ist [G : U !] das Produkt der Anzahlen aller Elemente aus I und J . "
 43.3 Folgerung (Satz von Lagrange70)
 Ist U eine Untergruppe von G , dann gilt: ordG = ordU · indG U .70Joseph Louis de Lagrange, italienisch–franzosischer Mathematiker und Physiker (!25.01.1736, †10.04.1813)
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§ 43. DER SATZ VON LAGRANGE 235
 43.4 Folgerung
 In einer endlichen Gruppe G ist ord a fur jedes a " G ein Teiler von ordG .
 43.5 Folgerung (Kleiner Fermat’scher71 Satz)
 In einer endlichen Gruppe G gilt fur jedes Element a " G stets: aord G = e .
 Beweis:
 Es sei m := ord a und n := ordG ; nach Folgerung 43.4 gilt dann: n = k · m mit k " IN# ,woraus folgt: an = (am)k = ek = e . "
 43.6 Folgerung
 Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch und damit nach Folgerung 42.14 abelsch.
 Beweis:
 Ist a " G \ {e} , so gilt: ord a &= 1 . Folgerung 43.4 liefert: ord a = ordG ; damit stimmt dieAnzahl der Elemente von <a> mit ordG uberein, was <a> = G impliziert. "
 43.7 Definition
 Ist ggT(m, n) der großte gemeinsame Teiler von m und n aus IN , so sei !(n) die Anzahlaller naturlichen Zahlen mit 1 ' m < n und ggT(m, n) = 1 . Dadurch wird die sogenannteEuler’sche Funktion ! : IN ! IN erklart. Es ist !(0) = 0 , !(1) = 1 , !(2) = 1 , !(3) = 2 und!(p) = p+ 1 fur eine Primzahl p . 2 .
 43.8 Folgerung
 Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n , so gibt es genau !(n) Elemente der Ordnung n .
 Beweis:
 Nach Beispiel 42.15b) konnen wir uns G als (ZZn,+) gegeben denken. Der Fall n = 1 ist trivial.Sei n . 2; es ist ordKa = n %$ ggT(a, n) = 1 . Ist namlich ggT(a, n) = d > 1, so ware bereitsKn
 d a = Kad n = K0 , also ordKa < n . Ist dagegen ggT(a, n) = 1 , so sind Ka, K2a, K3a, . . . ,Kna
 paarweise verschieden, liefern also ZZn . (Denn ware K#a = Kµa mit 1 ' µ < $ ' n , so ergabesich $a + µa = kn mit k " IN , d. h. ($ + µ) · a = k · n mit k " IN . Also mußte n wegenggT(a, n) = 1 dann ($+ µ) teilen im Widerspruch zu $+ µ < n .) "
 Wir betrachten nun ZZn , versehen mit der Multiplikation Ka · Kb := Ka·b(wie in Bemerkung 25.2(ii) aus Lineare Algebra I).
 71Pierre de Fermat, franzosischer Jurist, Mathematiker und Humanist (!20.08.1601, †12.01.1665)
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236 KAPITEL XI. GRUPPEN
 Wann existiert dann zu Ka ein inverses Element, d. h. ein Kb mit Ka · Kb = K1 ?Das ist genau dann der Fall, wenn ab + 1 = kn mit k " IN gilt. Also existiert genau dannein Inverses zu Ka " ZZn bezuglich · , wenn es Zahlen b, k " ZZ gibt mit 1 = ab + kn . Dies istaquivalent dazu, daß ggT(a, n) = 1 ist. (Wir betrachten die Menge Γ := {ax + ny | x, y " ZZ }der Vielfachsummen von a und n ; sei p die kleinste positive Vielfachsumme von a und n . Danngilt:
 Γ = {tp | t " ZZ } =: Γ! .
 [ Γ! ( Γ ist klar; ist umgekehrt v " Γ / IN# , so schreibe v = lp + r mit 0 ' r < p . Wegenv " Γ , p " Γ und lp " Γ ist auch r = v+ lp " Γ . Die Minimalitat von p liefert r = 0 ; also istv = lp .] Ist d := ggT(a, n) . 2 , so teilt d auch jedes tp " Γ . Und ist umgekehrt ax + ny &= 1fur alle x, y " ZZ , so ist p . 2 , und p teilt jedes Element aus Γ also auch a = a · 1 + n · 0 sowien = a · 0 + n · 1 .)
 43.9 Definition
 Es sei fur festes n " IN# die Menge
 ZZ #n := {Km " ZZn | ggT(m, n) = 1}
 definiert; man uberlegt sich leicht, daß (ZZ #n , ·) eine Gruppe bildet, namlich die sogenannteprime Restklassengruppe mod n. Und ZZ #n ist eine Gruppe mit genau !(n) Elementen.
 43.10 Folgerung (nach Euler)
 Gegeben seien m, n " IN# mit ggT(m, n) = 1 ; dann gilt72:
 m$(n) 0 1 (mod n) :%$ m$(n) + 1 = k · n mit k " IN .
 Beweis:
 Fur n = 1 ist nichts zu zeigen. Ist n . 2 , so gilt nach Folgerung 43.5 fur jedes Km " ZZ #n :Km
 $(n) = K1 , d. h.: m$(n) + 1 = k · n mit k " IN . "
 43.11 Folgerung (nach Fermat)
 Ist p " IN# eine Primzahl und m " IN# , so gilt:
 mp 0 m (mod p) %$ mp +m = k · p mit k " IN .
 Beweis:
 Ist p " IN# eine Primzahl, so liefert Folgerung 43.10 wegen !(p) = p+1: mp"1 0 1 (mod p)fur alle m " IN# mit ggT(m, p) = 1 . Daraus folgt dann: mp 0 m (mod p) .Ist aber ggT(m, p) . 2 , d. h. m = l · p , so gilt die Behauptung ebenfalls. ! "
 72Sprechweise:”m"(n) kongruent 1 modulo n“
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 Definiert man auf einer Gruppe G bezuglich einer Untergruppe U :
 a ,1 b :%$ a b"1 " U ,
 so erhalt man eine Aquivalenzrelation und dementsprechend eine Zerlegung von G in paarweisedisjunkte Rechtsnebenklassen. Man kann den Index von U bezuglich dieser Zerlegung definieren.Die Anzahl der Linksnebenklassen stimmt mit der Anzahl der Rechtsnebenklassen uberein.(Betrachte dazu ! : G ! G mit !(g) := g"1 ; dann wird aus G =
 %i$I
 ai U mit ai U / aj U = !
 fur i &= j direkt: !(G) = G =&
 i$I
 U ai"1 mit U ai
 "1 / U aj"1 = ! fur i &= j .)
 Im allgemeinen gilt aber nicht: a U = U a .
 § 44 Isomorphiesatze
 44.1 Definition
 Eine Untergruppe U einer Gruppe G heißt ein Normalteiler von G (oder normale Untergruppein G), wenn fur jedes a " G gilt: a U = U a .Kurzschreibweisen fur normale U ' G : U # G oder falls U &= G ist: U $ G .
 44.2 Satz
 Sei U eine Untergruppe der Gruppe G ; dann sind folgende Aussagen aquivalent:
 a) U ist ein Normalteiler von G .
 b) Es ist a U a"1 ( U fur alle a " G .
 c) Es gilt: x y"1 " U %$ x"1 y " U .
 Beweis:
 ”a) $ b)“: ist klar. !
 ”b) $ a)“: Aus a U a"1 ( U folgt: a U ( U a ; andererseits gilt auch:a"1 U (a"1)"1 = a"1 U a ( U %$ U a ( a U .
 ”b) $ c)“: Sei x y"1 " U ; dann ist (x y"1)"1 = y x"1 =: u " U , also mit a = y"1 folgt:y"1 u y = y"1 (y x"1) y = x"1 y " U .
 Entsprechend folgt aus x"1 y " U auch: x y"1 " U .
 ”c) $ b)“: Sei a " G und u " U ; dann ist U 1 u"1 = (u"1 a"1' () *
 =x
 ) a'()*=y#1
 ,
 also x"1 y = a u a"1 " U .
 "
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 44.3 Beispiele
 a) Die trivialen Untergruppen {e} und G sind stets Normalteiler von G , genannt triviale Nor-malteiler. Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe ein Normalteiler.Das Zentrum Z(G) einer beliebigen Gruppe G ist stets ein Normalteiler von G .
 b) Gegeben seien zwei Untergruppen U und U ! der Gruppe G mit U ( U ! . Ist dann U einNormalteiler von G , so ist U auch ein Normalteiler von U ! .
 c) Ist U eine Untergruppe in G vom Index 2 , so ist U ein Normalteiler von G . (Sei dazuG = U * a U mit a " G \ U ; dann ist auch G = U * U a , also a U = U a .)
 d) Sei n " IN# ; dann ist SO(n) ein Normalteiler von GL(n;K) bzw. O(n) .
 44.4 Satz
 Es sei G eine Gruppe, I ein nichtleere Indexmenge und (U!)!$I eine Familie von Normaltei-lern U! in G ; dann ist auch der Durchschnitt U :=
 !!$I
 U! ein Normalteiler von G .
 Beweis:
 Nach §42 ist U eine Untergruppe von G . Ist nun a " G und u " U , also u " U! fur jedes" " I , so folgt: a u a"1 " U! fur alle " " I , d. h.: a u a"1 " U . "
 44.5 Satz
 Es seien ! : G ! G! ein Gruppen–Homomorphismus, U ein Normalteiler von G und U ! einNormalteiler von G! :
 a) Dann ist das Urbild "1!(U !) = {g " G | !(g) " U !} ein Normalteiler in G .
 b) Ist ! ein Epimorphismus, so ist das Bild !(U) ein Normalteiler in G! .
 Beweis:
 Gemaß §42 sind !(U) und "1!(U !) Untergruppen von G! bzw. G .
 zu a): Sei a " G und x " "1!(U !) , d. h. !(x) " U ! . Da U ! ein Normalteiler in G! ist, folgt:
 !(a)!(x) (!(a))"1 = !(a x a"1) " U ! , d. h.: a x a"1 " "1!(U !) .
 zu b): Da U ein Normalteiler in G ist, gilt fur alle a " G : a U a"1 ( U , woraus folgt:!(a)!(U) (!(a))"1 ( !(U) .
 Ist ! surjektiv, so existiert zu jedem b " G! ein a " G mit !(a) = b . Also gilt furalle b " G! : b !(U) b"1 ( !(U) .
 "
 44.6 Folgerung
 Fur einen Homomorphismus ! : G ! G! ist Ker ! stets ein Normalteiler in G .
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 Es sei G eine Gruppe und U ein Normalteiler in G . Mit G/U bezeichnen wir die Menge allerNebenklassen, d. h. G/U := {a U | a " G} . Da U ein Normalteiler ist, muß nicht zwischenRechts- und Linksnebenklassen unterschieden werden.Wir wollen nun G/U zu einer Gruppe machen (in Analogie zu §22 bzw. §23 aus LineareAlgebra I):
 44.7 Satz und Definition
 Sei U ein Normalteiler der Gruppe G ; dann wird G/U mit der Verknupfung(a U) · (b U) := (a b)U (2)
 zu einer Gruppe, der sogenannten Faktorgruppe von G nach U .
 Beweis:
 Durch (2) wird eine innere Verknupfung auf G/U definiert. Diese Verknupfung ist assoziativ.e U = U ist neutrales Element in G/U . Und a"1 U ist Inverses zu a U " G/U . ! "
 44.8 Bemerkung
 Bezeichnen wir die kanonische Abbildung von G nach G/U mit % , d. h. %(a) := a U , so ist dieVerknupfung (2) die einzige auf G/U derart, daß % zu einem Gruppen–Homomorphismus wird.Es ist ordG/U = indG U und Ker % = U sowie %(G) = G/U , also % surjektiv.Zusammenfassend gilt:
 44.9 Satz
 Es sei G eine Gruppe und ! &= U eine Teilmenge von G . Dann sind aquivalent:
 a) U ist Normalteiler von G .
 b) Es existiert eine Gruppe G! und ein Homomorphismus ! : G ! G! mit U = Ker! .
 Beweis:
 ”a) $ b)“: Bemerkung 44.8. !
 ”b) $ a)“: Folgerung 44.6. !"
 44.10 Definition
 Eine Gruppe G heißt einfach, wenn außer {e} und G keine weiteren Normalteiler existieren.
 44.11 Satz (Homomorphiesatz fur Gruppen)
 Es sei ! : G ! G! ein Gruppen–Homomorphismus; dann ist die Faktorgruppe G/Ker ! isomorphzum Bild Im ! = !(G) , kurz: G/Ker ! ,= Im ! .
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 Beweis zu Satz 44.11:
 (Vgl. hierzu auch Satz 23.7 und Folgerung 23.8 aus Lineare Algebra I.) Wir definierenΦ : G/Ker ! ! Im ! durch Φ(a Ker !) := !(a) . Zu zeigen ist, daß Φ reprasentanten-unab-hangig ist. Es gilt:
 a Ker ! = b Ker !%$ a b"1 " Ker !%$ !(a b"1) = e!
 %$ !(a) !(b)"1 = e!
 %$ !(a) = !(b)%$ Φ(a Ker !) = Φ(b Ker !) .
 Hieraus folgt weiter, daß durch Φ eine Abbildung erklart ist, die zugleich injektiv ist. Die Sur-jektivitat von Φ ist klar. Die Homomorphie von Φ folgt schließlich noch aus (2) :
 Φ((a Ker !) (b Ker !)) = Φ((a b) Ker !)= !(a b)= !(a)!(b)= Φ(a Ker !) Φ(b Ker !) .
 "
 44.12 Beispiele
 a) Ist ! : G ! G! ein injektiver Gruppen–Homomorphismus, dann gilt: G ,= !(G) .
 b) Ist K ein kommutativer Korper und n " IN# , so ist ! : GL(n;K) ! K# mit !(A) := detAein surjektiver Gruppen–Homomorphismus von GL(n;K) auf die multiplikative Gruppevon K . Es ist Ker ! = SO(n) , also gilt mit dem Homomorphiesatz 44.11:
 GL(n;K)/SO(n) ,= K# .
 c) Wir betrachten die Gruppen (IR, +) und (C#, ·) sowie die Abbildung ! : IR ! C# mit!(") = e2"i! = cos 2%" + i · sin 2%" . Dann ist ! ein Gruppen–Homomorphismus mitKer ! = ZZ ; also gilt: IR/ZZ ,= Im ! = {e2"i! | " " IR} = {z " C ; |z| = 1} .(Dies findet Anwendung in der sogenannten Fourier–Analysis73.)
 d) Ist G eine Gruppe, so ist "G : G ! AutG ein Gruppen–Homomorphismus; also hat man:G/Ker "G
 ,= Im "G .Nun ist Ker"G = Z(G) das Zentrum von G , somit gilt: G/Z(G) ,= Im "G .
 44.13 Satz (1. Isomorphiesatz)
 Es seien G eine Gruppe, U eine Untergruppe und V ein Normalteiler von G . Dann ist die MengeU · V := {u · v | u " U - v " V } eine Untergruppe von G , U / V ein Normalteiler in U , undes gilt: U ·V /V ,= U/(U/V ) .Man spricht bei U V := U · V auch vom Komplexprodukt von U und V .
 73Jean–Baptiste Joseph de Fourier, franzosischer Mathematiker und Physiker (!21.03.1768, †16.05.1830)
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 Beweis zu Satz 44.13:
 Nach Satz 42.4 ist U ·V genau dann Untergruppe von G , wenn aus a, b " U ·V stets a b"1 " U ·Vfolgt. Wegen g V = V g fur alle g " G gilt nun fur alle a, b " U V :
 a b"1 " (U V ) (U V )"1 = (U V ) (V "1 U"1)= U (V V "1) U"1
 = U (V V ) U"1
 = (U V ) (V U)= (U V ) (U V )= U (V U) V
 = U (U V ) V
 = (U U) (V V )= U V .
 Ferner ist V = e V ( U V auch ein Normalteiler von U V . Ist % : G ! G/V der kanonischeEpimorphismus aus Bemerkung 44.8 und %0 := %|U , so gilt:
 Im %0 = {%0(u) | u " U}= {u V | u " U}=
 &
 v$V
 {u v V | u " U}
 = {u v V | u v " U V }= U V /V ,
 und da V das neutrale Element in G/V ist:
 Ker %0 = {u " U | %0(u) = V }= {u " U | u V = V }= {u " U | u V = e V }= {u " U | u " V }= U / V .
 Nach Satz 44.9 ist damit U / V = Ker%0 ein Normalteiler in U . Der Homomorphiesatz 44.11liefert dann die Behauptung. "
 44.14 Beispiele
 a) Wir betrachten A(2,2) als Untergruppe von S4 = S({1, 2, 3, 4}) . Dann ist A(2,2) ein Nor-malteiler in S4 , und es gilt: S3 ·A(2,2) = S4 , wobei S3 als Untergruppe von S4 aufgefaßtwird. Somit liefert der 1. Isomorphiesatz 44.13:
 S4/A(2,2) = S3 A(2,2)/A(2,2) ,= S3/(S3 /A(2,2))
 ,= S3 .
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 b) Unter den Voraussetzungen von Satz 44.13 sei U V eine endliche Untergruppe; dann giltmit Folgerung 43.3 (Satz von Lagrange):
 ord(U V ) = ordV · indU V V
 = ordV · ord (U V /V )= ordV · ord (U/(U/V ))= ordV · indU (U / V )
 = ordV · ordU
 ord(U / V )
 =ordU · ordV
 ord(U / V ).
 Beweis zu Beispiel 44.14a):
 Wir konnen A(2,2) als die Untergruppe { id, (2 1 4 3), (3 4 1 2), (4 3 2 1)} ( S4 betrachten (zurSchreibweise siehe auch die Einleitung von §10 in Lineare Algebra I). Durch Rechnungverifiziert man: & A(2,2) = A(2,2) & fur alle & " S4 . Und S3 fassen wir als diejenigen Permu-tationen der Zahlen 1, 2, 3, 4 auf, welche die 4 festlassen. Dann rechnet man leicht nach, daßS3 A(2,2) = S4 gilt. Wegen &(4) &= 4 fur alle & " A(2,2) \ {id} ist S3 /A(2,2) = {id} , also habenwir: S3/{id} ,= S3 . "
 44.15 Satz (2. Isomorphiesatz)
 Sind U, V Normalteiler der Gruppe G mit U ( V , so ist V /U Normalteiler von G/U , und esgilt: (G/U) / (V /U) ,= G/V .
 Beweis:
 Wir definieren ! : G/U ! G/V durch !(g U) := g V . Dann ist ! wohldefiniert; denn ausg U = h U folgt: g h"1 " U ( V , also auch: g V = h V . Außerdem ist ! ein Homomor-phismus mit Im ! = G/V und Ker! = {g U | g V = V } = {g U | g " V } = V /U . Und derHomomorphiesatz 44.11 liefert die Behauptung. "
 44.16 Beispiel
 Fur m, n " IN# sind m ZZ und n ZZ Normalteiler von ZZ . Und m ZZ ( n ZZ ist aquivalent zum = nr mit einem r " ZZ . Aus dem 2. Isomorphiesatz 44.15 ergibt sich dann:
 (ZZ/m ZZ) / (n ZZ/m ZZ) ,= ZZ/n ZZ = ZZn .
 44.17 Definition
 Gegeben seien Gruppen G1, G2, G3, . . . , Gn und Gruppen–Homomorphismen !i : Gi ! Gi+1
 fur 1 ' i ' n+ 1 . Wir betrachten die Sequenz G1$1+! G2
 $2+! G3$3+! . . .
 $n#2+! Gn"1$n#1+! Gn ;
 eine solche Sequenz heißt exakt, wenn fur alle 1 ' i ' n+ 2 gilt: Im !i = Ker!i+1 .
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 44.18 Beispiel
 Wir bilden die folgende Sequenz: {e} +! H$+! G
 %+! K +! {e} ;diese ist genau dann exakt, wenn gilt: Ker ! = {e} , Ker # = Im ! und K = Im # .Also muß ! injektiv sein; und Beispiel 44.12a) liefert dann: H ,= !(H) = Ker# .Da # surjektiv sein muß, folgt weiter mit dem Homomorphiesatz 44.11:
 K = Im # ,= G/Ker # = G/!(H) .Ist H =: N ein Normalteiler von G , K = G/N und ! = ' die Einbettung von N in G ,d. h.: !(x) = x = '(x) , sowie # = % der kanonische Epimorphismus von G auf G/N , so ist{e} +! N
 &+! G"+! G/N +! {e} eine exakte Sequenz.
 § 45 Produkte von Gruppen
 45.1 Definition
 Es seien G1, G2, . . . , Gn Gruppen; auf dem kartesischen Produkt G := G1 3 G2 3 . . . 3 Gn
 definieren wir eine Verknupfung mit geordneten n-Tupeln:
 (a1, a2, . . . , an) · (b1, b2, . . . , bn) := (a1 b1 , a2 b2 , . . . , an bn)
 fur (a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn) " G . Durch diese Verknupfung wird G zu einer Gruppe mitdem neutralen Element e := (e1, e2, . . . , en) , wobei ei " Gi jeweils die neutralen Elemente sind,und dem Inversen (a1, a2, . . . , an)"1 := (a1
 "1, a2"1, . . . , an
 "1) zu jedem (a1, a2, . . . , an) " G .Mit dieser Verknupfung · heißt G das direkte Produkt von G1, G2, . . . , Gn.
 45.2 Bemerkungen
 a) Sind die Gruppen G1, G2, . . . , Gn endlich, so ist auch ihr direktes Produkt G :=n+
 i=1Gi
 endlich mit Ordnung ordG =n+
 i=1ordGi .
 b) Fur das Zentrum gilt allgemein:
 Z, n-
 i=1
 Gi
 .=
 n-
 i=1
 Z(Gi) .
 c) Das direkte Produkt G =n+
 i=1Gi ist genau dann abelsch, wenn alle Gi abelsch sind.
 d) Ist % " Sn eine Permutation, so gilt:
 n-
 i=1
 Gi,=
 n-
 i=1
 G"(i) .
 e) Gilt: Gi,= Hi fur alle 1 ' i ' n , dann ist
 n+i=1
 Gi auch isomorph zun+
 i=1Hi .
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 45.3 Beispiele
 a) Es seien G1 := {e1, g} und G2 := {e2, h} Gruppen der Ord-nung 2 . Dann erhalten wir fur G := G13G2 und die Elementee := (e1, e2) , a := (g, e2) , b := (e1, h) und c := (g, h) aus Gdie Verknupfungstafel:
 · e a b ce e a b ca a e c bb b c e ac c b a e
 Somit ist G = G1 3G2 die Klein’sche Vierergruppe.Denn es gilt: G1
 ,= G2,= ZZ2 , also: G ,= ZZ2 3 ZZ2
 ,= A(2,2) .
 b) Betrachten wir drei Modelle G1, G2 und G3 von ZZ2 , so ist das direkte ProduktG = G1 3G2 3G3
 ,= ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ2 eine abelsche Gruppe mit genau 8 Elementen.Außer e hat jedes g " G die Ordnung 2 ; also ist G nicht zyklisch.
 45.4 Bemerkung
 Das direkte Produkt der Gruppen G1, G2, . . . , Gn konnen wir auch folgendermaßen auffassen:
 Wir bilden die Menge aller formalen Produkte g1 · g2 · . . . · gn mit gi " Gi , wo-bei zwei solche Produkte genau dann ubereinstimmen, wenn sie komponentenweiseubereinstimmen. Wir definieren:
 (g1 · g2 · . . . · gn)·(h1 · h2 · . . . · hn) := (g1 h1) · (g2 h2) · . . . · (gn hn)
 und schreiben statt e1 · e2 · . . . · ei"1 · gi · ei+1 · . . . · en fur alle 1 ' i ' n kurzer: gi .
 Dann konnen wir die Gi als Untergruppen von G betrachten.
 45.5 Definition
 Eine Gruppe G heißt das innere direkte Produkt der Untergruppen U1, U2, . . . , Un, wenn jedesg " G genau eine Darstellung der Form g = u1 · u2 · . . . · un mit ui " Ui besitzt und fur allei &= j Kommutativitat vorliegt, d. h.: ui · uj = uj · ui mit ui " Ui und uj " Uj .
 45.6 Satz
 Es seien U1, U2, . . . , Un Untergruppen von G . Die Gruppe G ist genau dann das innere direkteProdukt von U1, U2, . . . , Un , wenn folgende drei Aussagen gleichzeitig gelten:
 a) G =n+
 i=1Ui .
 b) Ui / (U1 · U2 · . . . · Ui"1 · Ui+1 · . . . · Un) = {e} 41&i&n .
 c) Ui # G 41&i&n .
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 Beweis zu Satz 45.6:
 ”$“: Sei G das innere direkte Produkt von U1, U2, . . . , Un . Dann ist a) bereits erfullt. !
 zu b): Sei i " {1, 2, . . . , n} fest und ci " Ui / (U1 · U2 · . . . · Ui"1 · Ui+1 · . . . · Un) ; dann istci = e · . . . · e · ci · e · . . . · e und ci = u1 · . . . · ui"1 · e · ui+1 · . . . · un mit ui " Ui .Die Eindeutigkeit der Darstellung liefert ci = e .
 zu c): Sei i " {1, 2, . . . , n} fest; zu zeigen ist, daß fur jedes g " G gilt: g Ui g"1 ( Ui .Sei dazu g = u1 · u2 · . . . · un mit uj " Uj und v " Ui ; wegen uj v = v uj fur allej " {1, 2, . . . , n} \ {i} folgt:
 g v g"1 = u1 · . . . · un · v · un"1 · . . . · u1
 "1
 =/
 u1 · . . . · un"1 · v · un · un"1 · . . . · u1
 "1 , falls i &= nu1 · . . . · un"1 · w · un"1
 "1 · . . . · u1"1 , falls i = n
 mit w := un v un"1 " Un
 =/
 u1 · . . . · un"1 · v · un"1"1 · . . . · u1
 "1 , falls i &= nu1 · . . . · un"1 · w · un"1
 "1 · . . . · u1"1 , falls i = n
 mit w = un v un"1 " Un
 = . . .
 = ui v ui"1 " Ui .
 ”%“: Seien also a), b) und c) erfullt. Aus c) folgt fur ein vi " Ui und ein vj " Uj nachSatz 44.2b): vi vj vi
 "1 " Uj und vj vi vj"1 " Ui , also fur alle i &= j wegen b):
 vi vj vi"1 vj
 "1 " vi Ui / Uj vj"1
 ( Ui Ui / Uj Uj
 = Ui / Uj
 ( Ui / (U1 · . . . · Ui"1 · Ui+1 · . . . · Un)= {e} ,
 d. h.: vi vj vi"1 vj
 "1 = e %$ vi vj = vj vi .Aus a) folgt, daß sich jedes g " G in der Form g = u1 · u2 · . . . · un darstellen laßt. ZurEindeutigkeit dieser Darstellung betrachte zunachst g = e : Sei e = u1 ·u2 · . . . ·ui · . . . ·un
 mit ui " Ui ; die gerade bewiesene Vertauschbarkeitsrelation liefert fur alle 1 ' i ' n :ui"1 = u1 · . . . ·ui"1 ·ui+1 · . . . ·un , d. h.: ui
 "1 " Ui / (U1 · . . . ·Ui"1 ·Ui+1 · . . . ·Un) = {e} ,also: ui = e fur alle 1 ' i ' n . Ist nun noch g = u1 · u2 · . . . · un = v1 · v2 · . . . · vn mitbeliebigen ui, vi " Ui , so ergibt die Vertauschbarkeit (durch sukzessive Multiplikation mitvn"1, vn"1
 "1, . . . , v1"1 von rechts und anschließender Vertauschung):
 (u1 v1"1) · (u2 v2
 "1) · . . . · (un vn"1) = e .
 Durch Eindeutigkeit der Darstellung von e folgt: ui vi"1 = e fur 1 ' i ' n , d. h.: ui = vi
 fur alle 1 ' i ' n .
 "
 45.7 Satz
 Gegeben seien zwei zyklische Gruppen Gi der Ordnung mi " IN# fur i = 1, 2 . Das direkteProdukt G1 3G2 ist genau dann zyklisch, wenn ggT(m1, m2) = 1 gilt.
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 Beweis zu Satz 45.7:
 Es genugt zu zeigen: ZZm1 3 ZZm2 zyklisch %$ ggT(m1, m2) = 1 .Nun ist ord (ZZm1 3 ZZm2) = m1 · m2 .
 ”%“: Ist ggT(m1, m2) = 1 , dann gilt: G1 3 G2 = <(g1, g2)> , wobei Gi = <gi> ist furi = 1, 2. Dazu zeigen wir, daß die Elemente (g1, g2)k fur alle 0 ' k ' m1 ·m2+1 paarweiseverschieden sind. Ist (g1, g2)r = (g1, g2)s ohne Einschrankung mit 0 ' s ' r < m1 · m2 ,so folgt:
 (g1, g2)r"s = (g1r"s, g2
 r"s)= e
 = (e1, e2)= (K0, K0) .
 Dann muß sowohl m1 als auch m2 die Zahl r + s teilen. Wegen ggT(m1, m2) = 1 teiltdann auch m1 · m2 die Zahl r + s ; dies ist aber wegen 0 ' r + s < m1 · m2 nur moglichfur r = s .
 ”$“: Ist ggT(m1, m2) = d > 1 , so betrachte v :=m1 · m2
 d; dann ist v < m1 · m2 , und es gilt
 fur beliebige (g1k, g2
 l) " ZZm1 3 ZZm2 :
 (g1k, g2
 l)v = (g1k v, g2
 l v)
 = ((g1m1)k·m2
 d , (g2m2)l·m1
 d )= (K0, K0) .
 Also hat jedes Element von ZZm1 3 ZZm2 eine Ordnung, die kleiner als m1 · m2 ist. Damitkann ZZm1 3 ZZm2 nicht zyklisch sein.
 "
 45.8 Folgerung
 Es seien p1, p2, . . . , pr verschiedene Primzahlen. Eine Gruppe G der Ordnung p1k1 ·p2
 k2 · . . . ·prkr
 mit ki " IN# ist genau dann zyklisch, wenn gilt: G ,= ZZp1k1 3 ZZp2
 k2 3 . . .3 ZZprkr .
 45.9 Folgerung
 Es sei m, n " IN# mit ggT(m, n) = 1 . Dann gilt fur die Euler’sche Funktion:!(m · n) = !(m) · !(n) .
 Beweis:
 Aus dem Beweis zu Satz 45.7 folgt:(g1, g2) erzeugt genau dann die zyklische Gruppe ZZm 3 ZZn , wenn ZZm = <g1> undZZn = <g2> gilt. Also enthalt ZZm 3 ZZn genau !(m) · !(n) Elemente der Ordnung m · n . Diezu ZZm 3 ZZn isomorphe Gruppe ZZm·n enthalt genau !(m · n) erzeugende Elemente. "
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 45.10 Folgerung
 Ist n " IN mit n . 2 und n = p1k1 · p2
 k2 · . . . · prkr mit ki " IN# die Primfaktorzerlegung von
 n mit paarweise verschiedenen Primzahlen p1, p2, . . . , pr , so gilt:
 !(n) =r-
 i=1
 piki
 ,1+ 1
 pi
 ..
 Beweis:
 Nach Folgerung 45.9 ist !(n) =r+
 i=1!(pi
 ki) . Gemaß Voraussetzung existieren insgesamt
 piki + |{s · pi | 1 ' s ' pi
 ki"1}| zu piki teilerfremde Zahlen zwischen 1 und pi
 ki . Dies sind genaupi
 ki + piki"1 = pi
 ki"1 (pi + 1) = piki (1+ 1
 pi) Zahlen. "
 45.11 Folgerung (Chinesischer Restsatz)
 Sind m, n " IN# mit ggT(m, n) = 1 , und sind a, b " ZZ beliebig, so gibt es ein x " ZZ mitx 0 a (mod m) und x 0 b (mod n) .
 Beweis:
 Zur Anwendung obiger Satze betrachten wir die Abbildung ! : ZZ ! ZZm 3 ZZn mit!(y) := (Ky, Ky) = ({z1 " ZZ | z1 + y = k · m} , {z2 " ZZ | z2 + y = l · n}) . Dann ist ! ein
 Gruppen–Homomorphismus mit Ker ! = {y " ZZ | y = km = ln fur k, l " ZZ } = m n ZZ wegenggT(m, n) = 1 . Der Homomorphiesatz 44.11 liefert: ZZ/m n ZZ ,= Im ! , und Satz 45.7 ergibtwegen ZZ/m n ZZ = ZZmn : ZZ/m n ZZ ,= ZZm 3 ZZn . Also ist ! surjektiv, d. h. zu a, b " ZZexistiert ein x " ZZ mit !(x) = (Ka, Kb) " ZZm 3 ZZn ; somit gilt: x 0 a (mod m) undzugleich: x 0 b (mod n) . "
 45.12 Beispiel
 Ist G eine Gruppe der Ordnung 4 , so ist entweder G ,= ZZ4 oder G ,= ZZ2 3 ZZ2,= A(2,2) .
 § 46 Operationen von Gruppen auf Mengen
 Es sei an Satz 42.10 erinnert:
 Eine Gruppe G ist stets isomorph zu einer Untergruppe von S(G) vermoge # mit#(g) = !g und !g(a) = g a .
 46.1 Definition
 Es sei G eine Gruppe und X &= ! eine beliebige Menge. Wir sagen, die Gruppe G operiereauf X, wenn es eine Abbildung # : G3X ! X gibt mit den Eigenschaften:
 (O1) g # (h # x) = (g h) # x fur alle g, h " G und alle x " X .(O2) e # x = x fur alle x " X mit e " G als neutralem Element.
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 46.2 Beispiele
 a) Ist X = G und g # x := g x , so operiert G auf sich selbst in trivialer Weise.
 b) Es sei X = {U ( G | U ist Untergruppe von G } und g # U := g U g"1 ; wegen(g u g"1) (g v g"1) = g (u v) g"1 " g # U fur alle g u g"1, g v g"1 " g # U ist g # U " X .Ferner sind die Axiome (O1) und (O2) erfullt.
 c) Fur X = G mit g # x := g x g"1 operiert G auf G .
 46.3 Bemerkung
 Eine Gruppe G operiert genau dann auf der nichtleeren Menge X , wenn ein Homomorphismusvon G in die symmetrische Gruppe S(X) existiert.
 Beweis:
 ”$“: Wir definieren fur g " G die Abbildung #g : X ! X durch #g(x) := g # x . Dann folgt:
 #g #g#1(x) = #g(g"1 # x)
 = g # (g"1 # x)= (g g"1) # x gemaß (O1)= e # x
 = x gemaß (O2)
 und ebenso: #g#1 #g(x) = x ; also ist #g " S(X) . Und die Abbildung # : G ! S(X)mit #(g) := #g ist wegen #g h(x) = (g h) # x = g # (h # x) = #g(h # x) = #g #h(x) fur allex " X ein Homomorphismus.
 ”%“: Ist # : G ! S(X) ein Gruppen–Homomorphismus, so ist # : G3X ! X definiert durchg # x := #(g)(x) . Wegen #(e) = idX und #(g h) = #(g) #(h) folgt fur alle g, h " G undx " X :
 g # (h # x) = g # (#(h)(x))= #(g)(#(h)(x))= #(g h)(x)= (g h) # x
 sowie: e # x = #(e)(x) = idX(x) = x . Damit genugt # sowohl (O1) als auch (O2).
 "
 46.4 Satz
 Die Gruppe G operiere auf einer nichtleeren Menge X ; dann wird durch
 x , y :%$ 5g$G y = g # x
 eine kanonische Aquivalenzrelation auf X definiert.
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 Beweis zu Satz 46.4:
 Wegen (O2) ist x , x ; ist x , y , also y = g # x mit einem g " G , so folgt mit (O1) und (O2):g"1 # y = g"1 # (g # x) = (g"1 g) # x = e # x = x , d. h.: y , x . Ist x , y und y , z , alsoy = g # x und z = h # y , dann gilt: z = h # (g # x) = (h g) # x , d. h.: x , z . "
 46.5 Definition
 Die Aquivalenzklassen [x] := Kx von X bezuglich der Relation , aus Satz 46.4 nennt manBahnen (oder Orbits) von G in X. Ein [x] heißt die Bahn von x, und die Anzahl der zu x aqui-valenten Elemente heißt die Lange der Bahn von x. Fur ein x " X heißt die Menge
 Gx := {g " G | g # x = x}
 der Stabilisator von x in G.
 46.6 Satz
 Die Gruppe G operiere auf der Menge X . Dann ist der Stabilisator Gx fur jedes x " X eineUntergruppe von G (die Stabilitatsuntergruppe). Die Lange der Bahn von x stimmt mit demIndex [G : Gx] von Gx in G uberein.
 Beweis:
 Sind g, h " Gx , so folgt:
 (g h"1) # x = g # (h"1 # x)= g # (h"1 # (h # x))= g # (h"1 h) # x
 = g # x
 = x .
 Satz 42.4 liefert dann, daß Gx eine Untergruppe von G ist. Wir definieren nun eine Abbildungf : [x] ! {g Gx | g " G} mit [x] = {y " X | y , x} = {y " X | 5g$G y = g # x} =: G # x
 durch f(g # x) := g Gx . Wegen
 g # x = h # x%$ h"1 # (g # x) = h"1 # (h # x)
 (h"1 g) # x = x%$ h"1 g " Gx
 %$ (h"1 g)Gx = Gx
 g Gx = h Gx
 ist mit f eine bijektive Abbildung von [x] = G#x auf die Menge aller Linksnebenklassen von Gx
 in G gegeben. Also gilt: |[x]| = indG Gx . "
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 46.7 Bemerkung
 Eine Gruppe G operiere auf X &= ! , und es sei X =%i$I
 G #xi mit paarweise disjunkten G #xi .
 Ist dabei X endlich und steht |X| fur die Anzahl der Elemente in X , so gilt nach Satz 46.6:
 |X| =0
 i$I
 [G : Gxi ] .
 Nun ist
 [G : Gxi ] = 1 %$ |[xi]| = 1%$ |G # xi| = 1%$ G # xi = {xi}%$ Gxi = G .
 Ein xi " X heißt Fixpunkt unter der Gruppenoperation, wenn eine dieser aquivalenten Bedin-gungen erfullt ist. Dann erhalten wir:
 |X| =0
 i$I[G:Gxi ]=1
 [G : Gxi ] +0
 i$I[G:Gxi ]>1
 [G : Gxi ] .
 Ist FixG(X) := {x " X | g # x = x fur alle g " G } , so gilt damit:
 |X| = |FixG(X)| +0
 i$I[G:Gxi ]'2
 [G : Gxi ] .
 46.8 Satz
 Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung pr . Operiert G dann auf einer endlichenMenge X &= ! , so gilt:
 |X| 0 |FixG(X)| (mod p) .
 Beweis:
 Wir ubernehmen die Bezeichnungen aus Bemerkung 46.7 . Dann ist hier:
 |X|+ |FixG(X)| =0
 i$I[G:Gxi ]>1
 [G : Gxi ] ;
 nach dem Satz von Lagrange teilt jeder Summand auf der rechten Seite die Ordnung von G , istalso eine Teiler von ordG = pr . Somit gilt: [G : Gxi ] = pli mit einem li . 1 , d. h. die gesamteSumme ist durch p teilbar. "
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 46.9 Beispiel
 Gemaß Beispiel 46.2c) operiert G auf X = G vermoge g # x = g x g"1 . Die Bahnen von xbezuglich dieser Operation sind dann [x] = G # x = {g x g"1 | g " G} , also alle zu xkonjugierten Elemente.Der Stabilisator zu x " G ist Gx = {g " G | g x g"1 = x} = {g " G | g x = x g} ;und wir haben:
 FixG(G) = {x " G | g x g"1 = x fur alle g " G}= {x " G | g x = x g fur alle g " G}= Z(G) .
 Ist G endlich, so folgt die sogenannte Klassengleichung :
 |G| = |Z(G)| +0
 i$I[G:Gxi ]>1
 [G : Gxi ] ,
 wobei G =%i$I
 G # xi eine disjunkte Zerlegung von G in Bahnen ist.
 Daraus folgt:
 46.10 Satz
 Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung pr . Dann hat G ein nicht–trivialesZentrum Z(G) .
 Beweis:
 Als Untergruppe von G hat Z(G) die Ordnung pk mit einem 0 ' k ' r . Nach Beispiel 46.9ist |Z(G)| = |G|+
 1i$I
 [G:Gxi ]>1
 [G : Gxi ] , und nach dem Beweis zu Satz 46.8 ist die rechte Summe
 durch p teilbar. Also gilt: |Z(G)| = pk mit einem k . 1 . "
 § 47 Die Sylow’schen Satze
 Von nun an sei eine Gruppe G der Ordnung n " IN# vorgegeben; ferner sei p ein Primfaktorvon n und r " IN# derart, daß pr die Zahl n teilt, aber pr+1 nicht mehr, d. h.: n = pr m furein m " IN# mit ggT(p, m) = 1 .
 Es geht hier um Existenz und Eindeutigkeit von Untergruppen der Ordnung ps mit 0 ' s ' r .
 47.1 Hilfssatz
 Die Situation sei wie oben, d. h. n = pr · m mit ggT(p, m) = 1 . Dann ist pr"s+1 kein Teiler
 von#
 n
 ps
 $
 fur jedes s " {1, 2, . . . , r} .
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 Beweis zu Hilfssatz 47.1:
 Es gilt:#
 n
 ps
 $
 =n!
 ps! · (n+ ps)!
 =n · (n+ 1) · (n+ 2) · . . . · (n+ ps+1)
 1 · 2 · . . . · ps
 =pr m · (n+ 1) · (n+ 2) · . . . · (n+ ps+1)
 ps · 1 · 2 · . . . · (ps + 1)
 = pr"s m ·#
 n+ 1ps + 1
 $
 =: pr"s m · l .
 Zu zeigen ist, daß l nicht durch p teilbar ist. Dazu beweisen wir l = $ p + 1 mit beliebigem
 $ " IN . In l =ps"1-
 '=1
 pr m+ (
 ps + (setzen wir ( = p( t' mit 0 ' ) = )(() < s und ggT(p, t') = 1 ;
 dann ist l =ps"1-
 '=1
 pr"( m+ t'ps"( + t'
 mit s + ) > 0 , also r + ) > 0 fur jedes ) = )(() fur alle
 ( = 1, 2, . . . , ps + 1 . Multiplizieren wir das Produkt aus, so ergibt sich l =A · p + a
 B · p + amit
 A, B " ZZ und a = (+1)ps"1 ·ps"1+'=1
 t' . Da ggT(p, t') = 1 gilt fur alle 1 ' ( ' ps + 1 , teilt p
 nicht die Zahl a " ZZ . Es folgt: A p + a = B p l + a l %$ a (l + 1) = p (A+B l) .Also teilt p nur die Zahl l + 1 , d. h.: $ p = l + 1 . "
 47.2 Satz (1. Sylow’scher74 Satz)
 Es sei G eine Gruppe der Ordnung n = pr m mit p prim und ggT(p, m) = 1 . Dann gibt es zujedem s " {1, 2, . . . , r} eine Untergruppe von G mit der Ordnung ps .
 Beweis75:
 Bei gegebenem s " {1, 2, . . . , r} sei X := {T ( G ; |T | = ps} die Menge aller ps-elementigenTeilmengen von G . Und G operiert auf X vermoge g # T := g T . Wir suchen nun eine Stabili-
 tatsuntergruppe U von G mit genau ps Elementen. Es gilt: |X| =#
 n
 ps
 $
 . Wir zerlegen X in
 disjunkte Bahnen, etwa X =%i$I
 G # Ti ; dann gilt: |X| =1i$I
 [G : GTi ] .
 Nach dem Hilfssatz 47.1 ist pr"s+1 kein Teiler von#
 n
 ps
 $
 ; also gibt es eine Bahn [Ti] ( X , deren
 Lange den Primteiler p hochstens in der Vielfachheit r + s enthalt. Da diese Lange mit dem74Peter Ludwig Mejdell Sylow, norwegischer Mathematiker (!12.12.1832, †07.09.1918)75Dieser Beweis zum 1. Sylow–Satz sowie auch die Beweise zum 2. und 3. Sylow’schen Satz stammen vom
 deutschen Mathematiker Helmut Wielandt (!19.12.1910) aus dem Jahre 1959.
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 Index [G : GTi ] ubereinstimmt, wobei GTi der Stabilisator von Ti " X ist, und da [G : GTi ] einTeiler von n ist, folgt: |[Ti]| = |G # Ti| ' pr"s m .Es gilt weiter:
 |GTi | · [G : GTi ] = n = pr m $ |GTi | . ps .
 Andererseits gilt fur jedes g " GTi und jedes t " Ti stets: g t " Ti ; also ist fur jedes t " Ti
 auch GTi t ( Ti . Daraus folgt (fur jedes t " Ti ):
 |GTi t| = |GTi | ' |Ti| = ps .
 Damit ist GTi die gesuchte Untergruppe von G . "
 47.3 Folgerung (Satz von Cauchy)
 Ist G eine endliche Gruppe und die Primzahl p ein Teiler der Ordnung von G , dann enthalt Gauch ein Element der Ordnung p .
 Beweis:
 Nach dem 1. Satz von Sylow enthalt G eine Untergruppe U der Ordnung p . Und Folgerung 43.6liefert, daß U zyklisch ist, etwa U = <a> . Dann ist bereits: ord a = p . "
 47.4 Definition
 Ist G eine Gruppe der Ordnung n = pr m mit ggT(p, m) = 1 , so heißen alle Untergruppen derOrdnung pr die zur Primzahl p gehorenden Sylow–Gruppen von G oder kurz: die p-Sylow–Gruppen von G.
 47.5 Satz (2. Sylow’scher Satz)
 Die Voraussetzungen seien wie oben; ferner sei U eine Untergruppe von G der Ordnung ps mit1 ' s ' r und V ein p-Sylow–Gruppe von G . Dann ist U Untergruppe einer zu V konjugiertenp-Sylow–Gruppe, d. h. es existiert ein a " G mit a U a"1 ( V (oder U ( a"1 V a oderU ( a V a"1 ).
 Beweis:
 Es sei X := {a V | a " G} die Menge aller Linksnebenklassen von V , und U operiere auf Xdurch u#T := u T fur alle u " U und T " X . Sei nun X =
 %i$I
 U #Ti eine disjunkte Vereinigung
 von Bahnen. Wegen |X| = m und ggT(p, m) = 1 existiert eine Bahn a V " X mit einer nichtdurch p teilbaren Bahnlange. Nach Satz 46.6 ist also diese Bahnlange ein Teiler von |U | = ps .Damit ist |a V | = 1 ; dies bedeutet:Fur jedes u " U ist u aV = a V , also u a " a V oder u " a V a"1 , d. h.: U ( a V a"1 . "
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 47.6 Satz (3. Sylow’scher Satz)
 Die Voraussetzungen seien wie oben; ferner sei ks die Anzahl aller Untergruppen von G derOrdnung ps mit s ' r . Dann gilt: ks " p IN + 1 ; ist sogar s = r , so gilt zusatzlich:m " kr IN .
 Beweis:
 Es sei s ' r ; wir zahlen die Anzahl der Rechtsnebenklassen mit ps Elementen in G ab. Diessind genau ks pr"s m ; denn sind U1 und U2 Untergruppen von G , und ist U1 a = U2 b , so folgt:a " U2 b , also: U2 a = U2 b = U1 a oder U1 = U2 . Sei nun wie im Beweis zum 1. Sylow–SatzX := {T ( G ; |T | = ps} und g # T = g T fur T " X . Wir zeigen, daß T " X ge-nau dann eine durch pr"s+1 nicht teilbare Bahnlange hat, wenn T eine der oben abgezahltenRechtsnebenklassen aus G ist.Sei dazu K ( X eine Bahn in X mit einer nicht durch pr"s+1 teilbaren Lange und T ein Elementvon K . In Satz 47.2 zeigten wir, daß der Stabilisator GT ebenfalls ps Elemente besitzt. Fur jedest " T galt ferner: GT t ( T . Wegen der Gleichheit der Elementezahlen folgt: T = GT t . JedesT mit einer nicht durch pr"s+1 teilbaren Bahnlange ist also Rechtsnebenklasse einer UntergruppeU von G der Ordnung ps .Ist umgekehrt T = U a mit a " G eine Rechtsnebenklasse von U und |U | = ps , so ist T " X mitGT = U wegen g U a = U a %$ g " U . Die Bahnlange |[T ]| = [G : GT ] = pr"s m vonT = U a ist also durch pr"s+1 nicht teilbar. Somit existieren genau die ks pr"s m TeilmengenT von G mit |T | = ps und nicht durch pr"s+1 teilbarer Bahnlange. Nun gibt es insgesamt#
 n
 ps
 $
 = l pr"s m Teilmengen T ( G mit |T | = ps , wobei l = $ p + 1 mit $ " IN sei. Es
 bleiben dann noch (l + ks) pr"s m Teilmengen T mit ps Elementen und durch pr"s+1 teilbarenBahnlangen. Deshalb muß p ein Teiler von (l+ks) pr"s m sein, also auch den Faktor l+ks teilen.Daraus folgt: $ p + 1+ ks = µ p mit µ " IN oder ks = * p + 1 mit * " ZZ . Nach Satz 47.5ist kr gleich der Anzahl aller zu einer p-Sylow–Gruppe konjugierten Gruppen, also ein Teilervon n = pr m (vgl. hierzu die Bemerkung nach Definition 47.14). Wegen ggT(kr, p) = 1 mußschließlich m durch kr teilbar sein. "
 47.7 Beispiele
 Wir betrachten Gruppen der Ordnung pr mit einer Primzahl p :
 a) Ist r = 1 , d. h. |G| = p , so ist G zyklisch und damit isomorph zu ZZp (vgl. Folgerung 43.6und Beispiel 42.15b); außerdem ist G abelsch (gemaß Folgerung 42.14).
 b) Ist r = 2 , so gilt: |Z(G)| > 1 (nach Satz 46.10). Da |Z(G)| ein Teiler von |G| = p2 ist,gilt entweder: |Z(G)| = p oder: |Z(G)| = p2 . Im zweiten Fall ist G abelsch. Im ersten
 Fall hat die Faktorgruppe G/Z(G) die Ordnung p . Also ist G =p"1%i=0
 ai Z(G) mit a " G .
 Wegen Z(G) = {e, b, b2, . . . , bp"1} gilt fur jedes g " G : g = a# bµ mit 0 ' $, µ ' p+1 .Wegen b " Z(G) folgt daraus fur g = a# bµ und h = a( b) :
 g · h = a# bµ · a( b) = a# (a( bµ) b) = a( a# · b) bµ = a( b) · a# bµ = h · g .
 Damit ist |Z(G)| = p nicht moglich, d. h. daß jede Gruppe G der Ordnung p2 abelsch ist.
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 47.8 Satz
 Fur jede Primzahl p gibt es (bis auf Isomorphie) genau zwei nicht–isomorphe Gruppen derOrdnung p2 , namlich ZZp2 und ZZp 3 ZZp .
 Beweis:
 Die beiden Gruppen ZZp2 und ZZp 3 ZZp haben beide die Ordnung p2 und sind nicht isomorph,da ZZp2 genau eine Untergruppe der Ordnung p besitzt (Schreiben wir dazu ZZp2 = <K1> , soist <Kp> eine Untergruppe der Ordnung p ; und ist U eine weitere Untergruppe der Ordnungp , so ist U = <Kk> fur ein k . 1 , also k p 0 0 (mod p2) oder ggT(p2, k) = p . Damit ist pein Teiler von k , etwa k = m p , also Kk = Kmp "<Kp> und somit U (<Kp> . Wegen derUbereinstimmung der Elementezahlen ist U = <Kp> .), wahrend ZZp 3 ZZp mindestens zweiUntergruppen der Ordnung p besitzt, namlich {0}3 ZZp und ZZp 3 {0} .Sei nun |G| = p2 und G nicht isomorph zu ZZp2 , d. h. G ist nicht zyklisch. Nach Folgerung 47.3(Satz von Cauchy) gibt es ein u " G mit ordu = p . Sei dann U := <u> ; ist a " G \ U ,so ist ord a = p oder ord a = p2 . Da G aber nicht zyklisch ist, folgt sofort: ord a = p .Nun ist <a>/<u> = {e} und ord(<a> ·<u> ) = ord<a> · ord<u> = |G| = p2
 (vgl. Beispiel 44.14b), d. h. <a> ·<u> = G . Nach Satz 45.6 ist also G das innere direkteProdukt von <a> und <u> . Wegen Bemerkung 45.4 ist G " ZZp2 schließlich isomorph zu<a>3<u> und damit zu ZZp 3 ZZp . "
 47.9 Satz
 Jede Gruppe der Ordnung pr mit einer Primzahl p und r " IN# hat einen Normalteiler derOrdnung pr"1 .
 Beweis:
 Vollstandige Induktion nach r : r = 1 : ist klar. !r + 1 ! r : Nach Satz 46.10 ist |Z(G)| > 1 , und als Teiler von pr (mit r > 1 ) gilt dann:|Z(G)| = pl mit l . 1 . Nach dem 1. Sylow’schen Satz besitzt Z(G) eine Untergruppe N derOrdnung p . Und N ist als Untergruppe von Z(G) ein Normalteiler. Die Faktorgruppe G/N
 hat die Ordnung |G/N | =|G||N | = pr"1 . Nach Induktionsvoraussetzung besitzt G/N einen
 Normalteiler U der Ordnung pr"2 . Ist nun % : G ! G/N der kanonische Epimorphismus, so ist"1%(U) ein Normalteiler von G (nach Satz 44.5), der N enthalt und fur den U =
 "1%(U)/N gilt.
 Aus pr"2 = |U | =222"1%(U)/N
 222 =|"1%(U)||N | =
 |"1%(U)|
 pfolgt: |"1
 %(U)| = pr"1 ."
 47.10 Folgerung
 Es sei G eine Gruppe der Ordnung pr ; dann existiert eine endliche Folge von Untergruppen Ui
 mitE = {e} = U0 ( U1 ( U2 ( . . . ( Ur"1 ( Ur = G ,
 wobei jeweils Ui Normalteiler in Ui+1 ist fur alle 0 ' i ' r + 1 , und wobei Ui die Ordnung pi
 hat fur jedes 0 ' i ' r . (Man nennt dies auch eine Normalreihe von G nach E.)
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 Wir betrachten nun Gruppen der Ordnung pq mit Primzahlen p &= q , also speziell Gruppen derOrdnung 2p mit einer Primzahl p . 3 .
 47.11 Satz
 Fur jede Primzahl p . 3 gibt es (bis auf Isomorphie) genau zwei nicht–isomorphe Gruppen derOrdnung 2p , namlich ZZ2p und Dp .
 Beweis:
 Es sei |G| = 2p ; dann besitzt G Untergruppen der Ordnung 2 und Untergruppen der Ordnungp . Ist kp die Anzahl der Untergruppen mit Ordnung p , so ist kp von der Form kp = p $ + 1 mit$ " IN , und außerdem teilt kp noch die Zahl 2 . Also ist kp = 1 . Sei V := {e, b, b2, . . . , bp"1}und U = {e, a} eine Untergruppe der Ordnung 2 . Es ist a /" V , da V keine Untergruppe derOrdnung 2 besitzt. Es folgt: G/V = {V, a V } und damit G = {a# bµ |0 ' $ ' 1 , 0 ' µ ' p+1}mit den ”Rechenregeln“ a2 = e und bp = e . Wir berechnen b a ; zunachst ist b a /" V , alsob a " a V oder a"1 b a " V , d. h.: a"1 b a = b# mit 0 ' $ ' p + 1 . Wegen a2 = e ista b a = a"1 b a = b# , also b = a (a b a) a = a b# a = (a b a)# = (b#)# = b#2 , d. h.: b#2"1 = e .Wegen ord b = p folgt, daß p ein Teiler von $2+ 1 ist. Also ist $ = 1 oder $ = p+ 1 . Im erstenFall folgt sofort: a"1 b a = b %$ a b = b a ; also ist G abelsch und wird von a b erzeugt.Es ist somit G ,= ZZ2p . Im zweiten Fall ist a b a = bp"1 , und der Vergleich mit Beispiel 42.15c)zeigt, daß eine zu Dp isomorphe Gruppe G vorliegt. "
 47.12 Satz
 Es sei G eine Gruppe der Ordnung pq mit zwei Primzahlen p < q . Dann besitzt G genau eineq-Sylow–Gruppe der Ordnung q . Ist q /" p IN + 1 , so ist G zyklisch, also G ,= ZZpq
 ,= ZZp3ZZq .
 Beweis:
 Sei sq die Anzahl der q-Sylow–Gruppen von G . Der 3. Sylow’sche Satz liefert: sq = kq + 1 mitk " IN und pq = sql mit l " IN# , also: sq " {1, p, q, pq} / {q IN + 1} . Daraus folgt direkt:sq = 1 . Entsprechend folgt fur die Anzahl sp der p-Sylow–Untergruppen von G , daß sp = 1 istgenau dann, wenn q /" p IN + 1 vorausgesetzt wird. Ist Uq die Untergruppe der Ordnung q undUp die der Ordnung p , so zeigt man wie im Beweis zu Satz 47.8: G ,= ZZp 3 ZZq . "
 47.13 Beispiel
 Gruppen der Ordnung 15 = 3 ·5 oder der Ordnung 35 = 5 ·7 sind zyklisch. S3 hat die Ordnung6 = 2 · 3 , es ist 3 = 2 + 1 und S3 nicht zyklisch; also kann auf die Voraussetzung q /" p IN + 1nicht verzichtet werden. Durch Zusammenfassen unserer bisherigen Ergebnisse erhalten wir als
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 nicht–isomorphe Gruppen der Ordnung:
 1 : E = {e}2 : ZZ2
 3 : ZZ3
 22 = 4 : ZZ4 , ZZ2 3 ZZ2,= A(2,2) (Satz 47.8)
 5 : ZZ5
 2 · 3 = 6 : ZZ6 , D3,= S3 (Satz 47.11)
 7 : ZZ7
 23 = 8 : ZZ8 , D4 , ZZ2 3 ZZ4 , ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ2 , Q (Ubungsaufgabe 47–12)32 = 9 : ZZ9 , ZZ3 3 ZZ3 (Satz 47.8)
 2 · 5 = 10 : ZZ10 , D5
 11 : ZZ11
 22 · 3 = 12 : ZZ12 , D6 , ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ3 , A4 , ?13 : ZZ13
 2 · 7 = 14 : ZZ14 , D7
 3 · 5 = 15 : ZZ15
 24 = 16 : ZZ16 , D8 , ZZ8 3 ZZ2 , ZZ4 3 ZZ4 , ZZ4 3 ZZ2 3 ZZ2 ,ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ2 , . . . ? (Bemerkung 48.6)
 47.14 Definition
 Es sei G eine Gruppe und X ( G eine nichtleere Teilmenge; dann heißt die Menge
 N = N(X) := {m " G | m X = X m}
 der Normalisator von X in G. Und G erfullt die Normalisatorbedingung, wenn fur jede Unter-gruppe U (
 "=G gilt: U (
 "=N(U) .
 Seien U, V zwei Untergruppen von G ; dann heißt V Konjugierte von U , wenn ein g " G existiertmit V = g U g"1 .
 Bemerkung
 Im Beweis zum 3. Sylow–Satz 47.6 wurde der Schluß verwendet, daß die Anzahl der p-Sylow–Gruppen von G mit ordG = pr · m und ggT(p, m) = 1 gemaß dem 2. Sylow’schen Satz 47.5identisch ist mit der Anzahl aller Konjugierten einer p-Sylow–Gruppe. Dies kann man nun auchexplizit nachweisen:Wir zeigen, daß die Anzahl der Konjugierten einer Untergruppe U mit dem Index des Norma-lisators von U in G ubereinstimmt. Dann ist namlich die Anzahl der Konjugierten von U einTeiler der Ordnung |G| von G . Dazu sei x, y " G mit xU x"1 = y U y"1 . Es folgt:
 y"1 xU x"1 x = y"1 y U y"1 x %$ y"1 x U = U y"1 x $ y"1 x " N(U) .Also gehoren x und y zur selben Linksnebenklasse von N(U) .Und sind umgekehrt h u1 , h u2 " h N(U) fur beliebiges h " G , so gilt wegen ui U = U ui
 mit i = 1, 2 :(h ui) U (h ui)"1 = h ui U ui
 "1 h"1 = h U ui ui"1 h"1 = h U h"1 .

Page 34
                        

258 KAPITEL XI. GRUPPEN
 47.15 Satz
 Es sei G ein Gruppe der Ordnung n = pr m mit einer Primzahl p und ggT(p, m) = 1 . Fernersei P eine p-Sylow–Gruppe von G . Dann gilt:
 a) P ist genau dann einzige p-Sylow–Gruppe, wenn P ein Normalteiler in G ist.
 b) Es gilt: N(N(P )) = N(P ) .
 c) Erfullt G zusatzlich die Normalisatorbedingung, so gibt es genau eine p-Sylow–Gruppein G .
 Beweis
 zu a):
 ”$“: Ist P eine p-Sylow–Gruppe von G , so auch a P a"1 fur alle a " G (wegenord(a p a"1) = ord p). Da P nun die einzige p-Sylow–Gruppe in G ist, folgt sofort:
 a P a"1 = P %$ a P = P a %$ P # G .
 ”%“: Es sei P ein Normalteiler und P ! irgendeine p-Sylow–Gruppe von G . Nach dem2. Sylow’schen Satz existiert ein a " G mit P ! ( a P a"1 ; und da a P a"1 einezu P isomorphe Untergruppe von G ist, folgt: P ! = a P a"1 oder, da P einNormalteiler von G ist: P ! = P .
 zu b): P ist ein Normalteiler in N(P ) , also ist P nach Teil a) einzige p-Sylow–Gruppe inN(P ) . Sei x " N(N(P )) , d. h. xN(P ) x"1 = N(P ) ; dann gilt wegen P ( N(P )fur die p-Sylow–Gruppe xP x"1 auch: x P x"1 ( xN(P )x"1 = N(P ) . Da P einzigep-Sylow–Gruppe in N(P ) ist, folgt: xP x"1 = P %$ xP = P x , d. h.:x " N(P ) . Damit ist N(N(P )) ( N(P ) ; und weil außerdem N(P ) ( N(N(P ))gilt, folgt direkt die Behauptung.
 zu c): Sei P eine p-Sylow–Gruppe in G ; nach Teil b) folgt: N(P ) = G . (Denn ware namlichN(P ) (
 "=G , so lieferte die Normalisatorbedingung: N(P ) (
 "=N(N(P )) .) Also ist P
 ein Normalteiler in G , und aus a) ergibt sich die Eindeutigkeit von P .
 "
 § 48 Endlich erzeugte abelsche Gruppen
 48.1 Satz
 Jede endliche abelsche Gruppe G ist inneres direktes Produkt ihrer Sylow–Untergruppen.
 Beweis:
 Sei |G| = n = p1k1 ·p2
 k2 · . . . ·prkr die (bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte) Primfaktor-
 zerlegung von n mit pi &= pj fur alle i &= j . Nach dem 1. Sylow’schen Satz und Satz 47.15 gibt esnun zu jedem j " {1, 2, . . . , r} genau eine pj-Sylow–Gruppe Gj von G der Ordnung pj
 kj . Wirbetrachten 3Gr := G1 ·G2 · . . . ·Gr und zeigen durch Induktion nach r , daß 3Gr inneres direktesProdukt der G1, G2, . . . , Gr ist: r = 1 : ist klar. !
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 Sei nun n = p1k1 · p2
 k2 · . . . · prkr mit r . 2 ; nach Induktionsvoraussetzung ist die Gruppe
 3Gj! := G1 · . . . · Gj"1 · Gj+1 · . . . · Gr inneres direktes Produkt der G1, . . . , Gj"1, Gj+1, . . . , Gr .
 Und 3Gj! hat die Ordnung
 r+i=1i(=j
 piki , welche zu pj
 kj teilerfremd ist. Damit gilt: 3Gj! /Gj = {e}
 (denn es ist 3Gj! /Gj sowohl Untergruppe von 3Gj
 ! als auch von Gj , d. h. | 3Gj! /Gj | ist sowohl
 ein Teiler von | 3Gj!| als auch von |Gj | ). Nach Satz 45.6 ist damit 3Gr inneres direktes Produkt
 von G1, G2, . . . , Gr . Ein Vergleich der Ordnungen zeigt: G = 3Gr = G1 · G2 · . . . · Gr . "
 48.2 Satz
 Eine abelsche Gruppe G , die von endlich vielen Elementen erzeugt wird, ist das direkte Produktzyklischer Untergruppen.
 Beweis:
 Zu jeder Gruppe G , welche die obige Voraussetzung erfullt, gibt es immer Erzeugendensysteme{a1, a2, . . . , an} mit minimaler Elementeanzahl n = n(G) " IN# . Wir fuhren den Beweis durchvollstandige Induktion nach n . Sei n = 1 ; dann ist der Satz richtig. !Sei nun n > 1 und der Satz bewiesen fur abelsche Gruppen, die von weniger als n Elementenerzeugt werden. Wir betrachten samtliche mogliche Mengen {a1, a2, . . . , an} von n Erzeugendenvon G . Gibt es eine Menge mit der Eigenschaft, daß aus a1
 *1 · a2*2 · . . . · an
 *n = e folgt:+1 = +2 = . . . = +n = 0 , so ist G das direkte Produkt der Gruppen <a1>,<a2>, . . . ,<an> ;denn dann folgt aus a1
 '1 ·a2'2 ·. . .·an
 'n = a1µ1 ·a2
 µ2 ·. . .·anµn stets: (1 = µ1, (2 = µ2, . . . , (n = µn.
 Somit ist G das innere direkte Produkt von n unendlichen zyklischen Gruppen.Wir nehmen deshalb fur das Folgende an, daß fur jedes Erzeugendensystem {a1, a2, . . . , an} mitminimaler Elementeanzahl Exponenten +1, +2, . . . , +n existieren, die nicht alle gleich Null sindund fur die gilt: a1
 *1 · a2*2 · . . . · an
 *n = e . Wir denken uns alle diese Gleichungen fur samtlicheErzeugendensysteme mit n Elementen aufgeschrieben. Da mit a1
 *1 · a2*2 · . . . · an
 *n = e aucha1"*1 · a2
 "*2 · . . . · an"*n = e gilt, kommen unter den Exponenten auch positive vor. Unter
 den insgesamt in allen diesen Gleichungen auftretenden Exponenten gibt es einen kleinstenpositiven; dieser sei "1 > 0 . Unter den betrachteten Erzeugendensystemen {a1, a2, . . . , an} gibtes also nach eventueller Umnumerierung der Indizes ein spezielles {g1, g2, . . . , gn} derart, daßg1
 !1 · g2!2 · . . . · gn
 !n = e gilt mit obigem "1 > 0 und gewissen "i " ZZ fur i " {2, 3, . . . , n} .Wir betrachten nun {g1, g2, . . . , gn} ; wir zeigen, daß "1 alle anderen "i teilt. Sei dazu "i miti " {2, 3, . . . , n} fest gewahlt und "i = ,i"1 + )i mit ,i " ZZ und 0 ' )i < "1 . Dann gilt:
 (g1 gi+i)!1 · g2
 !2 · g3!3 · . . . · gi"1
 !i#1 · gi(i · gi+1
 !i+1 · . . . · gn!n = e ,
 und {g1 gi+i , g2, g3, . . . , gn} ist wegen
 g1#1 · g2
 #2 · . . . · gn#n = (g1 gi
 +i)#1 · g2#2 · . . . · gi"1
 #i#1 · gi#i"#1+i · gi+1
 #i+1 · . . . · gn#n
 ebenfalls ein Erzeugendensystem fur G . Wegen der Minimalitat von "1 ist 0 < )i < "1 nichtmoglich; also ist )i = 0 . Damit gilt: "i = ,i"1 mit ,i " ZZ fur alle 2 ' i ' n . Setzen wirg := g1 · g2
 +2 · g3+3 · . . . gn
 +n , so ist g!1 = e . Außerdem ist {g, g2, g3, . . . , gn} wegen
 g1#1 · g2
 #2 · . . . · gn#n = g#1 · g2
 #2"#1+2 · g3#3"#1+3 · . . . · gn
 #n"#1+n
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 ein Erzeugendensystem von G . Wir setzen A := <g> und B := <g2, g3, . . . , gn> ; dann istG = A B . Und wir mussen noch zeigen, daß die Darstellung h = a b mit a " A und b " Beindeutig ist. Aquivalent dazu ist, daß aus a b = e mit a " A und b " B folgt: a = b = e . Seialso a = gk , b = g2
 k2 · g3k3 · . . . · gn
 kn mit k, ki " ZZ und gk · g2k2 · . . . · gn
 kn = e . Schreiben wirk = q"1 + r mit q " ZZ und 0 ' r < "1 , so folgt wegen g!1 = e : gr · g2
 k2 · . . . · gnkn = e . Da
 {g, g2, . . . , gn} ein Erzeugendensystem von G ist, und da "1 minimal gewahlt war, folgt: r = 0 .Dies bedeutet: a = gk = (g!1)q = e und damit: b = g2
 k2 · . . . · gnkn = e .
 Induktiv ergibt sich hieraus schließlich die Behauptung. "
 48.3 Bemerkung
 Ist G eine abelsche Gruppe der Ordnung n = p1k1 · p2
 k2 · . . . · prkr mit paarweise verschiedenen
 Primzahlen pj , so liefert Satz 48.1: G = G1 · G2 · . . . · Gr,= G1 3G2 3 . . .3Gr ,
 wobei Gj jeweils die pj-Sylow–Gruppe in G ist fur alle 1 ' j ' r .
 Unser Ziel ist jetzt die Bestimmung der Anzahl A(n) aller nicht–isomorpher abelscher Gruppender Ordnung n . Mit Satz 48.1 folgt:
 A(n) = A(p1k1) · A(p2
 k2) · . . . · A(prkr) ;
 also ist fur eine Primzahl p und m " IN# die Zahl A(pm) zu bestimmen. Nach Satz 48.2 gilt furjede abelsche Gruppe G! der Ordnung pm : G! = G!
 1 · G!2 · . . . · G!
 k,= G!
 1 3G!2 3 . . .3G!
 k ,wobei G!
 i zyklische Untergruppen von G! sind. Also gilt weiter:
 G! ,= ZZpm1 3 ZZpm2 3 . . .3 ZZpmk
 mit m1 +m2 + . . .+mk = m . Die G!i sind nicht als inneres direktes Produkt von Untergruppen
 darstellbar; ist namlich G!i eine zyklische Untergruppe der Ordnung pmi , so lauten ihre echten
 Untergruppen G!ip, G!
 ip2
 , . . . , G!ipmi#1 , wobei jede in der vorhergehenden enthalten ist.
 48.4 Definition
 Eine abelsche Gruppe G der Ordnung pm (mit einer Primzahl p . 2 und m " IN# ) heißtvom Typ (pm1 , pm2 , . . . , pmk), wenn gilt:
 m1 + m2 + . . . + mk = m und G ,= ZZpm1 3 ZZpm2 3 . . .3 ZZpmk .
 48.5 Satz
 Ist die abelsche Gruppe G vom Typ (pm1 , pm2 , . . . , pmk) mit 1 ' mk ' mk"1 ' . . . ' m2 ' m1 ,so sind die Kennzahlen m1, m2, . . . ,mk eindeutig bestimmt.
 Beweis:
 Vollstandige Induktion nach m = m1 + m2 + . . . + mk . Fur m = 1 bleibt nichts zu zeigen. !Sei nun die Behauptung bewiesen fur alle abelschen Gruppen der Ordnung pl mit l < mund m > 1 , also fur alle echten Untergruppen von G . Ist G = G1 · G2 · . . . · Gk , so gilt:
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 Gp = G1p ·G2
 p · . . . ·Gkp ; ist Gi
 ,= ZZpmi , so ist Gip ,= p ZZpmi . Ist m > 1 , dann ist Gp &= G .
 Sei nun G = G1 · G2 · . . . · Gk mit Gi,= ZZpmi und G = H1 · H2 · . . . · Hs mit Hj
 ,= ZZprj fur
 alle m1 . m2 . . . . . mk . 1 , r1 . r2 . . . . . rs . 1 mitk1
 i=1mi =
 s1j=1
 rj = m . Dann ist
 Gp = G1p · G2
 p · . . . · Gkp = H1
 p · H2p · . . . · Hs
 p mit |Gip| = pmi"1 und |Hj
 p| = prj"1 .
 Es gelte m1+1 > 0, m2+1 > 0, . . . , mk!+1 > 0, mk!+1 = 1, . . . , mk = 1 und r1+1 > 0, r2+1 > 0,. . . , rs!+1 > 0, rs!+1 = 1, . . . , rs = 1; dann ist Gp = G1
 p ·G2p ·. . .·Gk!
 p = H1p ·H2
 p ·. . .·Hs!p , also
 Gp vom Typ (pm1"1, pm2"1, . . . , pmk!"1) und vom Typ (pr1"1, pr2"1, . . . , prs!"1) . Die Ordnungvon Gp ist kleiner als die Ordnung von G . Nach Induktionsvoraussetzung ist damit k! = s! undm1 + 1 = r1 + 1 , m2 + 1 = r2 + 1 , . . . , mr! + 1 = rs! + 1 . Also ist auch m1 = r1 , m2 = r2 ,. . . , mk! = rs! . Und weiter gilt:
 |G| =k-
 i=1
 |Gi| =k-
 i=1
 pmi =, k!-
 i=1
 pmi
 .· pk"k! =
 s-
 j=1
 |Hj | =s-
 j=1
 prj =, s!-
 j=1
 prj
 .· ps"s! ,
 d. h. k + k! = s+ s! 6 k = s und m1 = r1 , m2 = r2 , . . . , mk! = rs! , mk!+1 = rs!+1 , . . . ,mk = rs . "
 48.6 Bemerkung
 Es gibt so viele nicht–isomorphe abelsche Gruppen der Ordnung pm wie es Partitionen (m1, m2,. . . , mk) von m mit m1 . m2 . . . . . mk . 1 gibt.
 Damit existieren genau drei nicht–isomorphe abelsche Gruppen der Ordnung 8 = 23 , namlicheine vom Typ (23) , eine vom Typ (22, 21) und eine vom Typ (21, 21, 21) . Das ergibt die inBeispiel 47.13 aufgefuhrten Gruppen ZZ8 , ZZ4 3 ZZ2
 ,= ZZ #16 und ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ2 .Es gibt aber z. B. nur zwei abelsche nicht–isomorphe Gruppen der Ordnung 12 = 22 ·3 , namlichZZ4 3 ZZ3 und ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ3 . Nun ist dabei ZZ4 3 ZZ3
 ,= ZZ12 .Es gibt funf abelsche nicht–isomorphe Gruppen der Ordnung 16 = 24 , namlich ZZ16 , ZZ8 3 ZZ2 ,ZZ4 3 ZZ4 , ZZ4 3 ZZ2 3 ZZ2 und ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ2 3 ZZ2 .Und wieviele nicht–isomorphe abelsche Gruppen etwa der Ordnung n = 16 200 gibt es?Es ist 16 200 = 23 · 52 · 34 , also nur: A(n) = A(23) · A(52) · A(34) = 3 · 2 · 5 = 30 .
 § 49 Die symmetrische Gruppe Sn
 49.1 Definition
 Eine Permutation & " Sn heißt ein r-Zykel (oder ein r-Zyklus), wenn es eine Teilmenge {i1, i2,i3, . . . , ir} ( {1, 2, 3, . . . , n} derart gibt, daß &(ik) = ik+1 fur alle 1 ' k < r mit &(ir) = i1und &(m) = m fur alle m " {1, 2, 3, . . . , n} \ {i1, i2, i3, . . . , ir} gilt. Wir schreiben dann statt
 & =#
 1 2 3 · · · n&(1) &(2) &(3) · · · &(n)
 $
 kurz: & = (i1, i2, i3, . . . , ir) .
 Speziell fur r = 2 erhalten wir die Transpositionen (vgl. Definition 10.2 aus Lineare Alge-bra I).
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 49.2 Bemerkungen
 Es sei & = (i1, i2, i3, . . . , ir) " Sn ein r-Zykel. Dann gilt:
 a) Wegen i2 = &(i1) , i3 = &(i2) = &2(i1) , . . . , d. h. ik+1 = &k(i1) fur alle 1 ' k < r gilt:
 & = (i1, &(i1), &2(i1), . . . ,&r"1(i1)) .
 b) Es ist & = (i1, i2, . . . , ir) = (i2, i3, . . . , ir, i1) = . . . = (ir, i1, i2, . . . , ir"1) .
 c) Ist 1 < j < r , so gilt: & = (i1, i2, . . . , ij) · (ij , ij+1, . . . , ir) .
 d) Induktiv folgt aus c): & = (i1, i2) · (i2, i3) · . . . · (ir"1, ir) .
 e) Ist m . 1 , so gilt:
 (i1, i2, . . . , ir)m =#
 i1 i2 · · · irim+1 im+2 · · · im+r
 $
 ,
 wobei alle ubrigen k " {1, 2, . . . , n} \ {i1, i2, . . . , ir} fest bleiben und die Indizes m + t inZZr zu wahlen sind, d. h. m + t 0 l (mod r) mit 0 ' l < r .
 f) Es ist stets ord(i1, i2, . . . , ir) = r .
 g) Es gilt: (i1, i2, . . . , ir"1, ir)"1 = (ir, ir"1, . . . , i2, i1) .
 h) Fur jedes f " Sn gilt: f · (i1, i2, . . . , ir) · f"1 = (f(i1), f(i2), . . . , f(ir)) .
 Beweis:
 a) – d): sind klar. !zu e): folgt mit Induktion nach m aus
 (i1, i2, . . . , ir)m+1 =#
 i1 i2 · · · irim+1 im+2 · · · im+r
 $
 ·#
 i1 i2 · · · iri2 i3 · · · i1+r
 $
 =#
 i1 i2 · · · ir"1 irim+2 im+3 · · · im+r im+1+r
 $
 (wobei die Indizes mod r zu nehmen sind).zu f): folgt direkt aus e).zu g): Wegen f) ist (i1, i2, . . . , ir)"1 = (i1, i2, . . . , ir)r"1 , also
 (i1, i2, . . . , ir)"1 =#
 i1 i2 · · · irir ir+1 · · · i2r"1
 $
 = (ir, ir"1, . . . , i2, i1) .
 zu h): Die Abbildung Sn 1 g 7! f g f"1 " Sn ist bei festem f " Sn ein Gruppen–Automorphismus. Wegen d) genugt es daher, die Behauptung fur Transpositionen- = (i, j) und f " Sn zu zeigen. Dann gilt fur alle m " {1, 2, . . . , n} :
 f(i, j) f"1(m) =
 456
 57
 m , wenn f"1(m) /" {i, j}f(i) , wenn f"1(m) = j 6 m = f(j)f(j) , wenn f"1(m) = i 6 m = f(i)
 ,
 d. h. f(i, j) f"1 = (f(i), f(j)) ."
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 Fur n ' m betrachten wir Sn als Teilmenge von Sm , wobei ! " Sn mit demjenigen Elementvon Sm identifiziert wird, das auf {1, 2, . . . , n} mit ! ubereinstimmt und auf {n+1, n+2, . . . ,m}mit id{1,2,...,m} . Dann konnen wir Sn als Untergruppe von Sm auffassen.
 49.3 Satz
 Es sei n > 1 eine naturliche Zahl; ferner seien -l = (l, n+1) fur alle l = 1, 2, . . . , n Transpositionenund -n+1 = id{1,2,...,n+1} =: (1). Dann sind die Nebenklassen -l Sn fur alle 1 ' l ' n+1 paarweise
 verschieden, und es gilt: Sn+1 =n+1&
 l=1
 -l Sn .
 Beweis:
 Es sei ! " Sn+1 ; ist !(n + 1) = n + 1 , dann konnen wir im obigem Sinne ! als Element vonSn = -n+1 Sn auffassen. Ist dagegen !(n + 1) = l mit l " {1, 2, . . . , n} , dann ist-l !(n + 1) = -l(l) = n + 1 , d. h. -l ! " Sn . Wegen -l
 2 = -n+1 folgt daraus:
 ! = -l2 ! = -l (-l !) " -l Sn . Damit ist Sn+1 =
 n+1%
 l=1-l Sn . Weiter gilt:
 -k Sn = -l Sn
 %$ -l"1 -k " Sn
 %$ -l"1 -k(n + 1) = n + 1
 %$ -k(n + 1) = -l(n + 1)%$ k = l .
 "
 49.4 Folgerungen
 a) Es gilt: [Sn+1 : Sn] = n + 1 , also: ord Sn = n! .
 b) Ist n . 2 , so laßt sich jedes ! " Sn als Produkt von Transpositionen schreiben.
 Beweis:
 zu a): Der erste Teil der Behauptung ist klar; und daraus folgt mit dem Satz von Lagrange:|Sn+1 | = (n + 1) · |Sn | . Induktiv ergibt sich dann die zweite Behauptung. !
 zu b): Vollstandige Induktion nach n : Im Falle n = 2 gilt: S2 = { id=(1, 2)(2, 1) , (1, 2)} .Ist ! " Sn+1 , so gilt nach Satz 49.3: ! = -l # mit # " Sn .
 "
 49.5 Definition
 Fur ! " Sn heißt B[!] := {k " {1, 2, . . . , n} | !(k) &= k} der Wirkungsbereich von !.Speziell gilt fur ein k " B[!] und l := !(k) : !(l) &= l , also: !(B[!]) = B[!] .
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 49.6 Satz
 Sind !, # " Sn mit B[!] /B[#] = ! , so gilt: ! # = # ! .
 Beweis:
 Ist m " {1, 2, . . . , n} \ (B[!] * B[#]) , so gilt: ! #(m) = m = # !(m) . Ist m " B[!] , so folgt:#(m) = m , also ! #(m) = !(m) ; andererseits folgt aus !(m) " B[!] sofort: # !(m) = !(m) .Und entsprechend folgt fur ein m " B[#] : ! #(m) = #(m) = # !(m) . "
 49.7 Satz
 Jede Permutation ! " Sn\{id} ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig als Produktvon Zykeln (oder Zyklen) darstellbar, die samtlich von der Identitat verschieden sind und von de-nen je zwei disjunkte Wirkungsbereiche haben. Diese Darstellung heißt die kanonische Faktori-sierung von !.
 Beweis:
 Wir definieren auf B[!] eine Aquivalenzrelation , durch:
 k , l :%$ 5r$ZZ !r(k) = l .
 (Denn: k , k mit r = 0 ; ist k , l , also !r(k) = l , so folgt: k = !"r(l) , d. h. l , k ; ist!r(k) = l und !s(l) = m , so folgt: !s+r(k) = !s(!r(k)) = !s(l) = m .)Sei nun K eine Aquivalenzklasse in B[!] bezuglich , und a " K . Wegen K ( B[!] ist !(a) &= a,also !(a) " K und !(a) &= a . Ist s die Ordnung von ! in Sn , dann ist !s(a) = a . Ist r " IN#
 die kleinste Zahl mit !r(a) = a . Dann ist K = {a,!(a), !2(a), . . . ,!r"1(a)} ; wir definierenfur ) = 1, 2, . . . , r : ij := !((a) . Dann ist K = {i1, i2, . . . , ir} mit i(+1 = !(i() fur alle1 ' ) ' r + 1 und i1 = !(ir) . Dies bedeutet also: K ist der Wirkungsbereich des Zykels(i1, i2, . . . , ir) =: !k . Seien noch Kj fur 1 ' j ' m die Aquivalenzklassen bezuglich , in B[!]und !j := !Kj die oben beschriebenen Zykeln bezuglich Kj .Nach Konstruktion haben alle !1, !2, . . . ,!m paarweise disjunkte Wirkungsbereiche. GemaßSatz 49.6 sind sie somit vertauschbar. Das Produkt !1 ·!2 · . . . ·!m stimmt mit ! auf jedem Kj ,also auch auf B[!] und damit auf ganz {1, 2, . . . , n} uberein.Sei schließlich ! = #1 ·#2 · . . . ·#k eine Faktorisierung von ! in Zykel #l mit paarweise disjunktenWirkungsbereichen B[#l] fur alle 1 ' l ' k . Dann ist !|B[%l] = #l , und damit ist B[#l] eineder Aquivalenzklassen K1, K2, . . . ,Km . Wegen
 B[!] =m&
 j=1
 Kj =m&
 j=1
 B[!j ] =k&
 l=1
 B[#l]
 ist k = m , und wir konnen die Numerierung so wahlen, daß B[#l] = Kl = B[!l] gilt. Dannstimmen #l und !l auf Kl und damit auf {1, 2, . . . , n} uberein. "
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 49.8 Beispiele
 a) Es ist S3 = {(1) , (1, 2) , (1, 3) , (2, 3) , (1, 2, 3) , (1, 3, 2)} mit (1) = id{1,2,3} .
 b) Fassen wir die Klein’sche Vierergruppe A(2,2) als Untergruppe der symmetrischen GruppeS4 auf, so ist
 A(2,2) ,=/
 id ,
 #1 2 3 42 1 4 3
 $
 ,
 #1 2 3 43 4 1 2
 $
 ,
 #1 2 3 44 3 2 1
 $8
 (vgl. Beispiel 44.14a). In Zykel–Schreibweise erhalten wir:
 A(2,2) ,= {(1) , (1, 2)(3, 4) , (1, 3)(2, 4) , (1, 4)(2, 3)} .
 c) Es ist
 ! =#
 1 2 3 4 5 6 7 82 3 7 4 8 5 1 6
 $
 = (1, 2, 3, 7)(5, 8, 6) .
 Hier konnen wir die Beweisschritte von Satz 49.7 gut nachvollziehen:Es gilt: B[!] = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8} ; und sei K1 die Aquivalenzklasse mit 1 " K1 . Dannist 2 , 1 , da !(1) = 2 , 3 , 2 , da !(2) = 3 , und 7 , 3 , da !(3) = 7 . Also istK1 = {1, 2, 3, 7} . Entsprechend folgt: K2 = {5, 8, 6} .
 d) Hat man ! = (1, 4, 7, 6, 3)(2, 4, 3)(4, 5, 8, 1) , so ist dies noch nicht die kanonische Fakto-risierung. Wir erhalten die kanonische Faktorisierung als ! = (2, 7, 6, 3)(4, 5, 8) .
 e) Berechne:
 [(1, 2, 3, 7)(5, 8, 6)]22 Satz 49.6= (1, 2, 3, 7)22(5, 8, 6)22
 Bem. 49.2f)= (1, 2, 3, 7)2(5, 8, 6)1
 = (1, 3)(2, 7)(5, 8, 6) .
 Dies ist die gewunschte kanonische Faktorisierung.
 49.9 Bemerkung
 Aus Satz 49.7 und Bemerkung 49.2d) folgt, daß sich jede Permutation & " Sn als Produkt vonTranspositionen schreiben laßt. In §10 (siehe Lineare Algebra I) haben wir bereits gezeigt,daß das Signum von & — definiert uber den Begriff des Fehlstandes — dann mit Hilfe derTranspositionen, die & faktorisieren, berechnet werden kann. Ist namlich & = -1 · -2 · . . . · -k
 mit Transpositionen -i , so gilt: sign & = (+1)k . Ferner gilt: sign(& -) = (sign&)(sign -) fur alle&, - " Sn . Also ist . : Sn ! {+1, 1} mit .(&) := sign & ein Gruppen–Homomorphismus vonSn auf die multiplikative Gruppe {+1, 1} (mit n . 2 ). Dann ist die alternierende Gruppe (vgl.Definition 10.9) An = Ker . ; daher gilt nach dem Homomorphiesatz 44.11:
 Sn/An = Sn/Ker . ,= {+1, 1} , und damit: |Sn/An| =|Sn ||An |
 = 2 oder: |An | = 12 n! .
 Speziell ist A2 = {(1)} und A3 = {(1) , (1, 2, 3) , (1, 3, 2)} .
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 49.10 Satz
 Fur alle n . 3 wird die alternierende Gruppe An von den 3-Zykeln erzeugt.
 Beweis:
 Ist (i, j, k) ein 3-Zykel, so gilt: (i, j, k) = (i, j)(j, k) , also sign(i, j, k) = 1 . Damit liegen alle3-Zykeln in An . Ist umgekehrt & " An und & ein Produkt von Transpositionen, so gibt es einegerade Anzahl von Transpositionen. Wir fassen je zwei zusammen zu der Permutation (i, j)(k, l)und zeigen, daß sich jedes solche Produkt als Produkt von 3-Zykeln schreiben laßt. Nun gilt:
 (i, j)(i, j) = (1) = (1, 2, 3)3
 (i, j)(j, l) = (i, j, l) , falls i &= l
 (i, j)(k, l) = (i, j)(j, k)(j, k)(k, l)= (i, j, k)(j, k, l) im Falle B[(i, j)] /B[(k, l)] = ! .
 "
 49.11 Hilfssatz
 Fur n . 5 sind samtliche 3-Zykeln in An zueinander konjugiert.
 Beweis:
 Gemaß Bemerkung 42.8 ist zu zeigen, daß zu je zwei 3-Zykeln ! = (i1, i2, i3) und 3! = (j1, j2, j3)ein # " An existiert mit # !#"1 = 3! . Dazu definieren wir eine Abbildung #1 " Sn durch#1(ik) := jk fur k = 1, 2, 3 und Fortsetzung auf {1, 2, . . . , n} \ {i1, i2, i3} . Dann ist
 #1 ! #1"1(#1(ik)) = #1(ik+1) = jk+1 fur k = 1, 2 ,
 #1 ! #1"1(#1(i3)) = #1(i1) = j1 fur k = 3 und
 #1 ! #1"1(#1(l)) = #1(l) fur alle anderen l " {1, 2, . . . , n} \ {i1, i2, i3} .
 Also ist #1 ! #1"1 = (j1, j2, j3) = 3! . Wegen n . 5 gibt es eine mit ! vertauschbare
 Transposition (i4, i5) in Sn . Setzen wir dazu #2 := #1(i4, i5) , so ist
 #2 ! #2"1 = #1 !(i4, i5)(i4, i5)#1
 "1
 = #1 ! #1"1
 = 3! .
 Und wegen sign #2 = + sign#1 gehort eine der beiden Permutationen #1 oder #2 zu An . "
 49.12 Satz
 Fur alle n . 5 ist An eine einfache Gruppe.
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 Beweis zu Satz 49.12:
 Gemaß Definition 44.10 ist zu zeigen, daß kein Normalteiler N von An existiert mit{(1)} (
 "=N (
 "=An . Sei dazu N ein Normalteiler von An mit {(1)} (
 "=N ; wir zeigen, daß N ein
 3-Zykel enthalt, etwa ! . Dann gilt namlich fur alle # " An : # !#"1 " N . Und nach dem Hilfs-satz 49.11 sind dies samtliche 3-Zykeln in An . Nach Satz 49.10 liegt also ein Erzeugendensystemvon An in N ; also ist An = N .Sei nun f " N \ {(1)} und f = f1 · f2 · . . . · ft die kanonische Faktorisierung. Wir machen eineFallunterscheidung nach der Anzahl der in den Zykeln f1, f2, . . . , ft auftretenden Zahlen.
 1. Fall: Es existiert mindestens ein r-Zykel mit r . 4 . Wegen Satz 49.6 konnen wir ohne Be-schrankung der Allgemeinheit annehmen, daß f1 = (i, j, k, l, . . . ) ist mit paarweise verschiedenenZahlen i, j, k, l . Wir setzen g := (i, j, k) ; dann ist ! := f(g f"1 g"1) " N , und es gilt:
 ! = (f(i, j, k) f"1)(k, j, i)= [ft · ft"1 · . . . · f2(i, j, k, l, . . . )(i, j, k)(. . . , l, k, j, i) f2
 "1 · . . . · ft"1](k, j, i)
 = (j, k, l)(k, j, i)%$ ! = (i, l, j) .
 Also ist ! das gewunschte 3-Zykel.
 2. Fall: In der Faktorisierung gibt es mindestens ein 3-Zykel und sonst — wenn uberhaupt —nur Transpositionen. Daher gilt: f = (i, j, k)(l,m, .)f3 · f4 · . . . · ft , wobei i, j, k, l,m paarweiseverschieden sind und (l,m, .) ein 3-Zykel oder eine Transposition ist. Wir setzen nochg := (i, j, l) , dann ist 3! := f(g f"1 g"1) " N und
 3! = [ft · ft"1 · . . . · f3(l,m, .)(i, j, k)(i, j, l)(k, j, i)(., m, l) f3"1 · f4
 "1 · . . . · ft"1](l, j, i)
 = (j, k,m)(l, j, i)= (i, l, k, m, j)
 ein 5-Zykel. Nach Fall 1 existiert dann ein 3-Zykel in N .
 3. Fall: Ist f = f1 · f2 · . . . · ft ein Produkt von Transpositionen, so gilt wegen f " An :f = (i, j)(k, l) f3 · f4 · . . . · ft mit geradem t und paarweise verschiedenen i, j, k, l . Wegenn . 5 existiert nun ein m " {1, 2, . . . , n} \ {i, j, k, l} . Wir setzen schließlich g := (i, k, m) undbezeichnen 3! := f(g f"1 g"1) " N zu
 3! = [ft · ft"1 · . . . · f3(k, l)(i, j)(i, k, m)(j, i)(l, k) f3"1 · . . . · ft
 "1](m, k, i)
 =
 456
 57
 (j, l, f(m))(m, k, i) = (i, j, l,m, k) , falls m = f(m)(j, l, f(m))(m, k, i) = (i,m, k)(j, l, f(m)) , falls m &= f(m)
 wegen f3 = (m, f(m)) und f3"1 = (f(m), m)
 .
 Im Fall m = f(m) konstruieren wir das 3-Zykel gemaß Fall 1 , und im Fall m &= f(m)konstruieren wir das 3-Zykel gemaß Fall 2 .
 "
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 49.13 Bemerkung
 Die Gruppen A1 = S1 = {(1)} , A2 = {(1)} und A3 = {(1) , (1, 2, 3) , (1, 3, 2)} sind einfach; dieGruppe A4 ist nicht einfach (vgl. Ubungsaufgabe 44–4). Und A5 ist die kleinste nicht–abelscheeinfache Gruppe (vgl. Ubungsaufgabe 47–11).Es existiert eine vollstandige Klassifizierung aller einfachen Gruppen mit endlicher Ordnung.
 § 50 Auflosbare Gruppen
 50.1 Definition
 Es sei G eine Gruppe und g, h " G zwei Elemente der Gruppe; dann heißt
 [g, h] := g h g"1 h"1
 der Kommutator von g und h. Die von allen Kommutatoren erzeugte Gruppe
 K(G) := <{[g, h] | g, h " G}>heißt Kommutatorgruppe von G.
 50.2 Bemerkungen
 a) Wegen [g, h]"1 = h g h"1 g"1 = [h, g] besteht K(G) gemaß Satz 42.13 aus allen endlichenProdukten von Kommutatoren.
 b) Aus g h = [g, h]h g ersehen wir, daß [g, h] ein ”Maß“ fur die ”Nicht–Kommutativitat“ vong h ist. Sind g und h vertauschbar, so ist [g, h] = e . Eine Gruppe G ist also genau dannabelsch, wenn K(G) = {e} gilt.
 50.3 Satz
 Es sei G eine Gruppe; dann gilt:
 a) Die Kommutatorgruppe K(G) ist ein Normalteiler von G .
 b) Fur einen Normalteiler N von G ist G/N genau dann abelsch, wenn K(G) ( N gilt.
 Beweis:
 zu a): Gemaß Satz 44.2 ist fur alle x " G zu zeigen: xK(G)x"1 ( K(G) . Dies istaquivalent zu !(K(G)) ( K(G) fur alle ! " AutG . Ist nun ! ein Gruppen–Homo-morphismus auf G , so gilt:
 !([g, h]) = !(g h g"1 h"1) = !(g)!(h) !(g)"1 !(h)"1 = [!(g), !(h)] .
 Also ist !([g, h]) " K(G) fur alle [g, h] " K(G) und alle ! " AutG . Ist jetztz " K(G) beliebig, so gilt:
 z = [g1, h1] · [g2, h2] · . . . · [gr, hr] , also: !(z) = [!(g1), !(h1)] · . . . · [!(gr), !(hr)]
 fur alle ! " AutG oder: x z x"1 " K(G) fur alle z " K(G) und alle x " G .
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 zu b):
 G/N ist abelsch %$ g N · h N = (g h) N = (h g) N = h N · g N 4g,h$G
 %$ (h g)"1 g h = g"1 h"1 g h " N 4g,h$G
 %$ [g"1, h"1] " N 4g,h$G
 Wegen G"1 = G ist dies aquivalent zu K(G) ( N ."
 50.4 Folgerung
 Ist G eine Gruppe, so ist G/K(G) stets abelsch.
 50.5 Satz
 a) Fur alle n . 2 gilt: K(Sn) = An .
 b) Fur alle n . 5 gilt: K(An) = An .
 Beweis:
 zu a): S2 ist abelsch, also K(S2) = {(1)} = A2 . Ist n . 3 , so ist jedes 3-Zykel (i, j, k) mitpaarweise verschiedenen i, j, k " {1, 2, . . . , n} ein Kommutator in Sn wegen
 (i, j, k) = (i, k, j)(i, k, j) = (i, k)(k, j)(i, k)(k, j) = [(i, k) , (k, j)] .
 Mit Satz 49.10 folgt daraus: An ( K(Sn). Wegen [Sn : An] = 2 (vgl. Bemerkung 49.9)ist Sn/An abelsch; Satz 50.3 liefert dann: K(Sn) ( An . Also gilt: K(Sn) = An .
 zu b): Nach Satz 50.3 ist K(An) ein Normalteiler von An . Und Satz 49.12 liefert dann:K(An) = {(1)} oder K(An) = An . Da An jedoch fur n . 5 nicht abelsch ist, gilt:K(An) &= {(1)} .
 "
 50.6 Bemerkung
 Es ist K(S2) = A2 = {(1)} , K(S3) = A3 und K(A3) = {(1)} , da A3 abelsch ist. Ferner istK(S4) = A4 , K(A4) = A(2,2) und K(A(2,2)) = {(1)} .(Denn: Es ist K(A4) ein Normalteiler von A4 , also K(A4) = {(1)} , K(A4) = A(2,2) oderK(A4) = A4 (gemaß Ubungsaufgabe 44–4). Nun ist K(A4) &= {(1)} , da A4 nicht abelsch ist;wegen ord (A4/A(2,2)) = 3 prim ist A4/A(2,2) abelsch; und ware K(A4) = A4 , so ergibt sichmit Satz 50.3: A4 ( A(2,2) im Widerspruch zu den Ordnungen.)
 50.7 Definition
 Wir definieren induktiv fur n " IN und eine Gruppe G :
 K0(G) := G , Kn+1(G) := K(Kn(G)) .
 Eine Gruppe G heißt auflosbar, wenn ein m " IN existiert mit Km(G) = {e} .
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 50.8 Satz
 Die symmetrische Gruppe Sn ist fur n = 1, 2, 3, 4 auflosbar und fur alle n . 5 nicht auflosbar.
 Beweis:
 Es ist S1 = K0(S1) = {(1)} , K1(S2) = A2 = {(1)} , K2(S3) = K(A3) = {(1)} undK3(S4) = K(K(A4)) = K(A(2,2)) = {(1)} . Fur alle n . 5 ist Kt(Sn) = An fur alle t . 1 , alsoKt(Sn) &= {(1)} fur alle t " IN . "
 50.9 Satz
 Es seien G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und N ein Normalteiler in G . Dann gilt:
 a) Ist G auflosbar, so auch U .
 b) Ist G auflosbar, so auch G/N .
 c) Sind N und G/N auflosbar, so ist G auflosbar.
 Beweis:
 zu a): Durch vollstandige Induktion nach n folgt: Kn(U) ( Kn(G) . !zu b): Ist % : G ! G/N der kanonische Epimorphismus, und sind g, h " G , dann folgt:
 [%(g), %(h)] = %([g, h]) ; also ist K(G/N) = %(K(G)) . Daraus folgt mit Iteration:Kn(G/N) = %(Kn(G)) . Ist nun Km(G) = {e} fur ein m " IN , so gilt:
 Km(G/N) = %({e}) = {N} .
 zu c): Sei m " IN mit Km(G/N) = {N} ; dann ist Km(G) ( N wegenKm(G/N) = %(Km(G)) . Ist r " IN mit Kr(N) = {e} , so folgt insgesamt:
 Km+r(G) = Kr(Km(G)) ( Kr(N) = {e} .
 "
 50.10 Satz
 Es sei p eine Primzahl und G ein Gruppe der Ordnung pn mit n " IN . Dann ist G auflosbar.
 Beweis:
 Vollstandige Induktion nach n : Der Fall n = 0 ist trivial. !n ! n+1: Sei nun ord G = pn mit n . 1 . Nach Satz 46.10 ist das Zentrum Z(G) nicht–trivial,d. h. ord (Z(G)) = pr mit r . 1 . Dann ist ord (G/Z(G)) = pn"r und n + r < n ; gemaßInduktionsvoraussetzung ist G/Z(G) auflosbar. Als abelsche Gruppe ist Z(G) auflosbar, alsoist nach Satz 50.9c) auch G auflosbar. "
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 Zahlprinzipien
 Die Euler’sche Funktion ! zahlt in einer Gruppe der Ordnung n die Elemente der Ordnung n ,d. h.:
 !(n) = |{m " {1, 2, . . . , n} | ggT(m, n) = 1}| .
 Ist fur n . 2 die Primfaktorzerlegung n = p1k1 · p2
 k2 · . . . · prkr mit paarweise verschiedenen
 Primzahlen pi bekannt, so gilt:
 !(n) =r-
 i=1
 piki
 ,1+ 1
 pi
 ..
 Mit A(n) haben wir die Anzahl nicht–isomorpher abelscher Gruppen der Ordnung n bezeichnet.Ist n = p1
 k1 · p2k2 · . . . · pr
 kr wie oben, dann gilt:
 A(n) =r-
 i=1
 A(piki) ;
 und zur Bestimmung von A(piki) benotigt man die Anzahl der Partitionen von ki (vgl. Bemer-
 kung 48.6).
 § 51 Erste Zahlprinzipien
 Fur alle n " IN bezeichnen wir mit INn die Menge
 INn := {1, 2, 3, . . . , n}
 der ersten n positiven naturlichen Zahlen; d. h. im Fall n = 0 beachte: IN0 := ! .Eine Menge X heißt n-elementig, wenn eine bijektive Abbildung f : X ! INn existiert.
 51.1 Satz
 Sind m, n " IN# mit n < m , so existiert keine injektive Abbildung von INm nach INn .
 271
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 Beweis zu Satz 51.1:
 Sei S := {m " IN# | es existiert eine injektive Abbildung f : INm ! INn fur irgendein n < m}.Angenommen, es ware S &= ! ; dann enthielte S ein kleinstes Element, etwa k , und es existierteeine injektive Abbildung f : INk ! INl fur irgendein l < k . Ferner gilt: l &= 1 , da es keineinjektive Abbildung von INk nach IN1 = {1} fur k > 1 gibt. Also ist l + 1 " IN# .Gilt: f(j) &= l fur alle j = 1, 2, . . . , k+1 , so betrachte f |INk#1 . Dann ist f |INk#1 eine injektiveAbbildung von INk"1 nach INl"1 .Ist f(b) = l fur ein b " {1, 2, . . . , k+1}, so folgt: f(k) = c &= l . Wir betrachten f# : INk"1 ! INl"1
 mit f#(b) = c und f#(r) = f(r) fur alle r " INk"1 \ {b} . Dann ist f# eine injektive Abbildung.In beiden Fallen erhalten wir also jeweils einen Widerspruch zu Minimalitat von k . "
 51.2 Bemerkung
 Die Aussage von Satz 51.1 findet man in der Literatur unter verschiedenen Namen, etwa:
 a) ”(Dirichlet’sches76) Schubfachprinzip“:Sind m, n " IN# mit n < m , und verteilt man m Kugeln auf n Schubfacher, so enthaltmindestens ein Schubfach mehr als eine Kugel.
 b) ”Taubenschlag–Prinzip“:Wenn m Objekte auf n Boxen verteilt werden mit m > n , so enthalt mindestens eine Boxmehr als ein Objekt.
 51.3 Definition
 Eine nichtleere Menge X heißt unendlich, wenn eine injektive Abbildung IN ! X existiert.Gibt es eine bijektive Abbildung von IN nach X , so heißt X abzahlbar(–unendlich).Sonst heißt X uberabzahlbar.Und X heißt endlich, wenn X n-elementig ist fur ein n " IN . Wir schreiben dann: |X| := n .
 Sind nun X1, X2, . . . ,Xn endliche Mengen, die paarweise disjunkt sind, d. h. Xi /Xj = ! furalle i &= j , so gilt:
 222n&
 i=1
 Xi
 222 =n0
 i=1
 |Xi| . (2)
 Eine einfache Anwendung ist das sogenannte verallgemeinerte Taubenschlag–Prinzip:
 Wenn m Objekte auf n Boxen verteilt werden mit m > n · r (fur ein r " IN# ), soenthalt mindestens eine Box wenigstens r + 1 Objekte.
 Sind X, Y endliche Mengen, und ist S ( X 3 Y eine Teilmenge, so definieren wir fur x " Xdie Zeilensumme zx(S) durch
 zx(S) := |{y " Y | (x, y) " S}|76Johann Peter Gustav Lejeune–Dirichlet, deutscher Mathematiker (!13.02.1805, †05.05.1859)
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 und fur y " Y die Spaltensumme sy(S) durch
 sy(S) := |{x " X | (x, y) " S}| .
 X \ Y y1 y2 · · · yn
 x1
 x2... 8 zx(S)
 xm9
 sy(S)
 51.4 Satz
 Sind X, Y &= ! endlich und S : X 3 Y , so gilt:
 |S| =0
 x$X
 zx(S) =0
 y$Y
 sy(S) ,
 also speziell: |X 3 Y | = |X| · |Y | .
 Beweis:
 Ist X = {x1, x2, . . . , xm} und Y = {y1, y2, . . . , yn} , so definieren wir
 Xi := {(xi, y) " X 3 Y | (xi, y) " S} und Yj := {(x, yj) " X 3 Y | (x, yj) " S} .
 Dann sind die Xi bzw. Yj paarweise disjunkt mit
 S =m&
 i=1
 Xi =n&
 j=1
 Yj und |Xi| = zxi(S) bzw. |Yj | = syj (S) .
 Es gilt die Aussage (2):222
 m&
 i=1
 Xi
 222 =m0
 i=1
 |Xi| , falls Xi /Xj = ! ist fur alle i &= j .
 Und (2) liefert dann die Behauptung. "
 Sind X1, X2, . . . ,Xn endliche Mengen, so erhalten wir durch Induktion nach n :222
 n
 Xi=1
 Xi
 222 =n-
 i=1
 |Xi| . (22)
 Die Aussage (2) wird auch Summenregel und (22) Produktregel genannt.
 51.5 Satz
 Es sei n " IN# ; dann gilt:n0
 d=1d teilt n
 !(d) = n .
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 Beweis zu Satz 51.5:
 Wir schreiben kunftig zur Abkurzung d |n statt ”d teilt n“ als Laufindex.Sei X = Y = INn und S := {(d, f) " INn
 2 | 1 ' f ' d , ggT(d, f) = 1 , d |n } ; dann gilt fur alled " INn mit d |n :
 zd(S) = |{f " {1, 2, . . . , d} | ggT(d, f) = 1}| = !(d) , also: |S| =0
 d |nzd(S) =
 0
 d |n!(d) .
 Es bleibt zu zeigen: |S| = n . Dazu konstruieren wir eine bijektive Abbildung , : S ! INn .Fur (d, f) " S sei ,(d, f) := f · n
 d; wegen d |n folgt: ,(d, f) " IN und wegen 1 ' f ' d ist
 ,(d, f) " IN# , also , wohldefiniert.Zur Injektivitat von , :Aus ,(d, f) = ,(d!, f !) folgt: f · n
 d= f ! · n
 d!%$ fd! = f !d ; wegen ggT(d, f) = 1 existieren
 dann m, n " ZZ mit md + nf = 1 (vgl. §43). Daraus ergibt sich:
 f ! = (md + nf)f !
 = md f ! + nff !
 = md!f + nf !f
 f ! = (md! + nf !)f %$ f | f ! .
 Entsprechend folgt wegen ggT(d!, f !) = 1 : f ! | f . Damit ist f = f ! oder f = +f ! , jedochbleibt wegen f, f ! " IN# nur f = f ! und somit auch d = d! .Zur Surjektivitat von , :Sei x " INn ; wir setzen gx := ggT(x, n) , dx :=
 n
 gxund fx :=
 x
 gx. Dann sind dx, fx " IN# , und
 es gilt: ggT(dx, fx) = 1 . Es ist (dx, fx) " S , und weiter folgt:
 ,(dx, fx) = fx ·n
 dx=
 x
 gx· n
 ngx
 = x .
 Insgesamt ergibt sich also: |S| = n . "
 51.6 Beispiel
 Ist n = 12 , so sind zu berechnen: !(1), !(2), !(3), !(4), !(6), !(12) ; dabei ist
 !(1) = 1!(2) = 1!(3) = 2!(4) = 2!(6) = 2
 + !(12) = 412
 51.7 Definition
 Gegeben sei ein Menge Y , etwa Y = {y1, y2, . . . , yn} ; ist dann m " IN# , so heißt eine Abbildungf : INm ! Y ein Wort der Lange m im Alphabet Y .
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 51.8 Beispiel
 Ist etwa Y = {a, b, c, d} und m = 3 , so ist f : IN3 ! Y mit f(1) = c , f(2) = a und f(3) = bein Wort der Lange 3 im Alphabet Y . Und f wird vollstandig durch ein geordnetes 3-Tupel,namlich durch (c, a, b) beschrieben. Durch Weglassen der Klammern und Kommas entsteht dasWort cab . Im obigen Sinne ist z. B. auch dad oder cca oder ddd ein Wort der Lange 3 in Y .Insgesamt gibt es fur ein Alphabet Y = {y1, y2, . . . , yn} genau nm Worter der Lange m in Y .Hierbei kommt es also entscheidend auf die Reihenfolge der Buchstaben, d. h. der Elemente ausdem Alphabet an.
 51.9 Definition
 Ist Y = {y1, y2, . . . , yn} endlich und m " IN# , so heißt eine injektive Abbildung f : INm ! Yeine geordnete Selektion von m Elementen einer n-elementigen Menge ohne Wiederholung.Dagegen heißt ein Wort der Lange m im Alphabet Y auch eine geordnete Selektion (von m Ele-menten einer n-elementigen Menge) mit Wiederholung.
 51.10 Satz
 Die Anzahl der geordneten Selektionen von m Elementen einer n-elementigen Menge Y ohneWiederholung ist77
 (n)m :=m"1-
 i=0
 (n+ i) = n · (n+ 1) · (n+ 2) · . . . · (n+m+1) .
 Beweis:
 Ist f : INm ! Y eine injektive Abbildung, so ist f eindeutig bestimmt durch das geordnetem-Tupel (f(1), f(2), . . . , f(m)) " Y m , wobei alle Komponenten paarweise verschieden sind. Furdie 1. Komponente gibt es n Moglichkeiten, fur die 2. Komponente (n + 1) Moglichkeiten, furdie 3. Komponente (n + 2) Moglichkeiten, . . . usw. und fur die m-te Komponente (n +m+1)Moglichkeiten. "
 § 52 Teilmengen und Designs
 52.1 Definition
 Ist Y = {y1, y2, . . . , yn} und 0 ' m ' n , so heißt eine Teilmenge X ( Y mit |X| = meine ungeordnete Selektion von m Elementen einer n-elementigen Menge ohne Wiederholung.Eine ungeordnete Selektion (von m Elementen einer n-elementigen Menge) mit Wiederholung78
 ist ein m-Tupel der Form
 ( yi1 , yi1 , . . . , yi1' () *k1-mal
 , yi2 , yi2 , . . . , yi2' () *k2-mal
 , . . . , yir , yir , . . . , yir' () *kr-mal
 )
 77Man nennt diese Zahl die fallende Fakultat von n mit m Faktoren; Sprechweise:”m unter n“.
 78Hierbei spricht man auch von einer ungeordneten m-Auswahl (ohne bzw.) mit Vielfachheit aus der Menge Y .
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 mit 1 ' i1 < i2 < . . . < ir ' m undr1
 (=1k( = m .
 52.2 Bemerkung
 Die Anzahl der ungeordneten Selektionen (von m Elementen einer n-elementigen Menge) ohne
 Wiederholung ist#
 n
 m
 $
 .
 52.3 Satz
 Die Anzahl der ungeordneten Selektionen (von m Elementen einer n-elementigen Menge) mit
 Wiederholung ist#
 n + m+ 1m
 $
 .
 Beweis:
 Die gesuchte Anzahl sei A(n, m) ; dann ist zu zeigen: A(n, m) =#
 n + m+ 1m
 $
 .
 Vollstandige Induktion nach m :
 m = 1 : Es ist A(n, 1) = n =#
 n
 1
 $
 . !
 m ! m + 1 : Sei A(k, m) =#
 k + m+ 1m
 $
 fur alle k " IN# und ein m . 1 . Zeige nun:
 A(n, m + 1) =#
 n + m
 m + 1
 $
 . Sei dazu ein (m + 1)-Tupel der oben aufgefuhrten Art gegeben mit
 Y = {y1, y2, . . . , yn} . Ist dann dieses (m + 1)-Tupel von der Form (y1, . . . ) , so gibt es davongenau A(n, m) Stuck; ist das (m+1)-Tupel von der Form (y2, . . . ) , so gibt es davon A(n+1, m)Stuck, . . . usw.; und ist das (m+1)-Tupel von der Form (yn, yn, . . . , yn) , so gibt es davon genau1 = A(1, m) Stuck. Insgesamt gibt es also
 A(n, m) + A(n+ 1, m) + . . . + A(1, m) =#
 n + m+1m
 $
 +#
 n + m+2m
 $
 + . . . +#
 m
 m
 $
 =#
 n + m
 m + 1
 $
 (m + 1)-Tupel der geforderten Art. "
 52.4 Bemerkung
 Wir erhalten folgende Ubersicht uber die maximale Anzahl verschiedener Selektionen von mElementen aus einer n-elementigen Menge:
 geordnet ungeordnet
 ohne Wiederholung (n)m
 #n
 m
 $
 mit Wiederholung nm
 #n + m+ 1
 m
 $
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 Gegeben seien endliche Mengen X1, X2, . . . ,Xn ; wie viele Elemente enthalt nunn%
 i=1Xi , wenn
 nicht notwendig Xi /Xj = ! fur alle i &= j gilt?Wir definieren zunachst:
 "1 :=n0
 i=1
 |Xi| ,
 "2 :=0
 1&i<j&n
 |Xi /Xj | ,
 "3 :=0
 1&i<j<k&n
 |Xi /Xj /Xk| ,
 ...
 "n :=222
 n"
 i=1
 Xi
 222 .
 52.5 Satz (Das Sieb–Prinzip)
 Fur endliche Mengen X1, X2, . . . ,Xn gilt mit obigen Bezeichnungen:222
 n&
 i=1
 Xi
 222 =n0
 i=1
 (+1)i"1"i .
 Beweis:
 Es ist m :=222
 n&
 i=1
 Xi
 222 =0
 x1,x2,...,xm$nS
 i=1
 Xi
 1 . Wir zeigen, daß jedes x "n%
 i=1Xi auf der rechten Seite
 der behaupteten Gleichung ebenfalls den Beitrag 1 liefert. Gehort x zu genau k der MengenX1, X2, . . . ,Xn , so liefert x zu "1 den Beitrag k ; und zu "2 liefert x genau dann einen Beitrag,wenn x " Xi /Xj ist. Da x in genau k Mengen liegt, gibt es
 9k2
 :Schnitte Xi /Xj , in denen x
 liegt. Also ist der Beitrag von x zu "2 gerade9k2
 :. Allgemein liefert x zu "i den Beitrag
 9ki
 :fur
 alle 1 ' i ' k . Somit ist der Beitrag von x zur rechten Seite insgesamt gleichn0
 i=1
 (+1)i"1
 #k
 i
 $
 =k0
 i=1
 (+1)i"1
 #k
 i
 $
 .
 Wegenk1
 i=0(+1)i"1
 9ki
 := 0 folgt:
 k0
 i=1
 (+1)i"1
 #k
 i
 $
 = 1 .
 "
 52.6 Folgerung
 Ist X eine Menge mit N Elementen, und sind X1, X2, . . . ,Xn Teilmengen von X , so gilt:222X \
 n&
 i=1
 Xi
 222 = N +222
 n&
 i=1
 Xi
 222 = N +n0
 i=1
 (+1)i"i .
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 52.7 Beispiel
 Von 73 Studenten einer Mathematik–Vorlesung
 sprechen 52 Franzosisch (F),sprechen 25 Italienisch (I),sprechen 20 Russisch (R),sprechen 17 Franzosisch und Italienisch,sprechen 12 Franzosisch und Russisch,sprechen 7 Italienisch und Russisch,
 spricht 1 Franzosisch und Italienisch und Russisch.
 Wieviele Studenten sprechen nun keine dieser drei Fremdsprachen?Es ergibt sich mit Anwendung des Sieb–Prinzips 52.5 und Folgerung 52.6:
 "1 = |F| + |I| + |R| = 52 + 25 + 20 = 97 ,
 "2 = |F / I| + |F / R| + |I / R| = 17 + 12 + 7 = 36 ,
 "3 = |F / I / R| = 1 ;
 also sprechen genau 73+ 97 + 36+ 1 = 11 Studenten keine der drei Fremdsprachen.
 52.8 Definition
 Wir definieren eine Funktion µ : IN# ! {+1, 0, 1} durch
 µ(d) :=
 456
 57
 1 , falls d = 1 gilt.(+1)k , falls d das Produkt von k paarweise verschiedenen Primzahlen ist.0 , falls in der Primfaktorzerlegung von d mindestens eine Primzahl mit
 Exponent . 2 auftaucht.Dann heißt µ Mobius–Funktion79.
 52.9 Bemerkung
 Ist n " IN und n . 2 , so gilt:0
 d |nµ(d) = 0 .
 Beweis:
 Sei n = p1k1 ·p2
 k2 · . . . ·prkr mit paarweise verschiedenen Primzahlen p1, p2, . . . , pr und ki " IN# .
 Teilt d die Zahl n , so gilt: d = p1l1 · p2
 l2 · . . . · prlr mit 0 ' li ' ki . Es ist µ(d) &= 0 , wenn
 0 ' li ' 1 fur alle 1 ' i ' r gilt. Jedem solchen Teiler d von n ordnen wir die Teilmenge{pi " {p1, p2, . . . , pr} | li = li(d) = 1} von {p1, p2, . . . , pr} zu.Umgekehrt gehort zu jeder solchen Menge ein Teiler d von n mit µ(d) &= 0 . Die Anzahl derk-elementigen Teilmengen von {p1, p2, . . . , pr} ist
 9rk
 :, und jedes zugehorige d liefert den Wert
 µ(d) = (+1)k . Also betragt die Summe
 0
 d |nµ(d) = 1+
 #r
 1
 $
 +#
 r
 2
 $
 ; . . . + (+1)r
 #r
 r
 $
 = 0 .
 "79August Ferdinand Mobius, deutscher Mathematiker und Astronom (!17.11.1790, †26.09.1868)
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 52.10 Satz (Mobius’sche Umkehrformel)
 Gegeben sei eine Funktion g : IN# ! IR , und es sei f : IN# ! IR definiert durch
 f(n) :=0
 d |ng(d) .
 Dann gilt fur alle n " IN# :g(n) =
 0
 d |nµ(d) f
 ,n
 d
 ..
 Beweis:
 Durch Einsetzen erhalten wir:0
 d |nµ(d) f
 ,n
 d
 .=
 0
 d |nµ(d) ·
 0
 c | nd
 g(c) =0
 (c,d)$S
 µ(d) g(c)
 mit S := {(c, d) ; d |n und c | nd} . Wegen d |n existiert ein s " ZZ mit n = ds , d. h. s = n
 d ;wegen c | n
 d existiert ein t " ZZ mit s = ct . Daraus folgt: n = ds = d(ct) = c(dt) , d. h. c |nmit n
 c = dt oder d | nc . Also sind (d |n - c | n
 d ) und (c |n - d | nc ) aquivalent. Somit gilt:
 0
 (c,d)$S
 µ(d) g(c) =0
 c |ng(c) ·
 0
 d | nc
 µ(d) .
 Ist nc . 2 , so folgt nach Bemerkung 52.9:
 1
 d | nc
 µ(d) = 0 . Damit lautet die fragliche Summe:
 0
 d |nµ(d) f
 ,n
 d
 .=
 0
 n |ng(n) ·
 0
 d | 1µ(d) = g(n) · 1 = g(n) .
 "
 52.11 Folgerung
 Fur die Euler’sche Funktion ! gilt:
 !(n) =0
 d |nµ(d) · n
 d.
 Beweis:
 Setze einfach g = ! in Satz 52.10 und berucksichtige Satz 51.5, dann ist f = idIN$ . "
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 Gegeben seien v Variationen eines Produktes. Eine jede Testperson moge nun k Variationen desProduktes testen, und die Anzahl jeder der getesteten Variationen solle genau r sein.Gilt z. B.: v = 8 , k = 4 und r = 3 , so ist folgendes Schema bei 6 Testpersonen moglich:
 1 2 3 4 , 5 6 7 8 , 1 3 5 7 ,2 4 6 8 , 1 2 4 7 , 3 5 6 8 .
 52.12 Definition
 Es sei X eine Menge mit |X| =: v ; eine Familie B von paarweise verschiedenen k-elementigenTeilmengen von X heißt ein Design (oder Blockplan) mit den Parametern (v, k, r), wenn jedesx " X in genau r Mengen B von B liegt. Ein B " B heißt auch Block des Designs B.80
 (Im obigen Beispiel liegt also ein Design mit den Parametern (8, 4, 3) vor.)
 52.13 Satz
 Es existiert genau dann ein Design B mit den Parametern (v, k, r) , wenn gilt:
 k | v · r undv · rk
 '#
 v
 k
 $
 .
 Beweis:
 ”$“: Es sei B ein Design; wir betrachten die Teilmenge S := {(x,B) | x " B} von X 3B .Dann ist die Zeilensumme
 zx(S) = |{B " B | (x,B) " S}| = |{B " B | x " B}|
 die Anzahl der Mengen aus B , in denen x liegt; und die Spaltensumme
 sB(S) = |{x " X | (x,B) " S}| = |{x " X | x " B}|
 ist stets gleich k . Satz 51.4 liefert dann:
 |S| =0
 x$X
 zx(S) =0
 B$B
 sB(S) = |B| · k .
 Liegt ein Design B vor, so ist |{B " B | x " B}| = r , also |X| r = v r = |B| k =: b k ,d. h. k | v r .
 Wegen |B| '#
 v
 k
 $
 folgt weiter: |B| =v r
 k'
 #v
 k
 $
 .
 ”%“: Wir setzen b :=v r
 k" IN#; sei C eine Familie von b verschiedenen k-elementigen Teilmengen
 von X , S := {(x,C) | x " C} ( X 3 C und zx(S) = |{C " C | x " C}| . Dann gilt:0
 x$X
 zx(S) = b k = v r .
 80Da nur paarweise verschiedene Blocke zugelassen sind, ist hier nur von einfachen Designs die Rede.
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 Ist zx(S) = r fur jedes x " X , so ist C bereits ein Design. Wenn nicht, so existierenjedenfalls x1, x2 " X mit zx1(S) > r > zx2(S) .Sei nun q12 die Anzahl der Mengen C " C mit x1 " C und x2 /" C , q12 die Anzahl derMengen C " C mit x1 /" C und x2 " C sowie q12 die Anzahl der Mengen C " C mitx1 " C und x2 " C . Dann gilt:
 q12 = zx1(S)+ q12 , q12 = zx2(S)+ q12 , also: q12 + q12 = zx1(S)+ zx2(S) > 0 .
 Wir andern nun die Mengen aus C ab. Jede der q12 Mengen C , die x1 enthalten, abernicht x2 , andern wir ab zu C# := (C \ {x1}) * {x2} . Wegen q12 + q12 > 0 ergibt sich somindestens eine Menge C#
 0 , die nicht zu C gehort. Wir bilden C# := (C \ {C0}) * {C#0} ;
 dann ist C# wieder eine Familie von b verschiedenen k-elementigen Teilmengen von X .Fur die Menge S# := {(x,C) | x " C} ( X 3 C# lautet die Zeilensumme
 zx(S#) = zx(S) fur alle x " X \ {x1, x2} ,
 zx1(S#) = zx1(S)+ 1 und
 zx2(S#) = zx2(S) + 1 .
 Ist C# ein Design, dann sind wir fertig; sonst wiederholen wir den obigen Schritt. Und nacheiner endlichen Anzahl von Schritten erhalten wir eine Menge C! mit zx(S!) = r fur allex " X . Damit ist C! ein Design.
 "
 52.14 Bemerkung
 Die zweite Behauptung aus Satz 52.13 laßt sich in der Form r '#
 v + 1k + 1
 $
 schreiben, falls
 v, k . 1 gilt.
 52.15 Definition
 Es sei X eine Menge mit |X| = v ; eine Familie B von paarweise verschiedenen k-elementigenTeilmengen von X heißt ein t-Design mit den Parametern (v, k, rt), wenn jede t-elementige Teil-menge von X in den Blocken B " B jeweils rt-mal enthalten ist.
 52.16 Bemerkung
 Ein Design ist also ein 1-Design; das ursprunglich betrachtete Beispiel mit X = {1, 2, 3, . . . , 8}und B = {{1, 2, 3, 4} , {5, 6, 7, 8} , {1, 3, 5, 7} , {2, 4, 6, 8} , {1, 2, 4, 7} , {3, 5, 6, 8}}ist ein 1-Design mit r1 = 3 . B ist kein 2-Design, da z. B. {1, 2} in genau zwei Blocken, jedoch{1, 5} in nur einem Block und {1, 6} in gar keinem Block enthalten ist. Entsprechend kann mansich uberlegen, daß B kein 3-Design ist.Folgendes Teilmengensystem B! bildet ein 3-Design mit v = 8 und k = 4 :
 B! = {{1, 2, 3, 5} , {4, 6, 7, 8} , {1, 3, 4, 6} , {2, 5, 7, 8} , {1, 4, 5, 7} , {2, 3, 6, 8} , {1, 5, 6, 8} ,
 {2, 3, 4, 7} , {1, 2, 6, 7} , {3, 4, 5, 8} , {1, 3, 7, 8} , {2, 4, 5, 6} , {1, 2, 4, 8} , {3, 5, 6, 7}} .
 Mit etwas Muhe zeigt man, daß jede 3-elementige Teilmenge von X in genau r3 = 1 Block vonB! enthalten ist.
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 52.17 Satz
 Ist B ein t-Design, so ist B auch ein s-Design fur alle 1 ' s ' t+ 1 .
 Beweis:
 Es genugt zu zeigen, daß B ein (t+1)-Design ist. Sei dazu |X| = v und S eine (t+1)-elementigeTeilmenge von X . Wir zahlen die folgende Menge ab:
 M := {(x,B) | x " X , B " B , x /" S und ({x} * S) ( B } .
 Es gibt v + (t+1) Elemente x " X mit x /" S ; fur jedes solche x ist die Menge {x} * S ingenau rt Blocken B enthalten. Also ist einerseits |M | = (v + (t+1)) · rt .Sei noch rs die Anzahl der Blocke B " B mit S ( B . Fur jedes solche B ist (x,B) " M , wennx " B \ S gewahlt wird. Nun enthalt B \ S genau k + (t+1) Elemente; also ist anderer-
 seits |M | = (k+ (t+1)) · rs . Damit gilt: rs =v + (t+1)k + (t+1)
 · rt , d. h. rs bleibt konstant fur jede
 (t+ 1)-elementige Teilmenge; und daher ist B ein (t+ 1)-Design mit rt"1 =v + (t+1)k + (t+1)
 · rt .
 "
 52.18 Bemerkung
 Satz 52.17 gilt auch fur t = 1 ; ist namlich S = ! , so gilt:
 rs = |B| = b , und wir erhalten: b = r0 =v
 k· r1 .
 Fur das 3-Design aus Bemerkung 52.16 ergibt sich daraus:
 B! ist ein Design mit r1 = 7 und ein 2-Design mit r2 =8+ 24+ 2
 r3 = 3 r3 = 3 .
 52.19 Folgerungen
 Es sei B ein t-Design mit den Parametern (v, k, rt) .
 a) Betrachten wir B als s-Design mit 1 ' s ' t+ 1 , so ist
 rs =(v + s) · (v + s+1) · . . . · (v + t+1)(k + s) · (k + s+1) · . . . · (k + t+1)
 · rt .
 b) Fur jedes s " {1, 2, . . . , t+1} muß gelten:
 (k + s) · (k + s+1) · . . . · (k + t+1) | (v + s) · (v + s+1) · . . . · (v + t+1) · rt .
 52.20 Bemerkung
 Ist t . 2 , so ist die Teilbarkeitsbedingung aus Satz 52.13 nicht hinreichend fur die Existenzeines t-Designs.

Page 59
                        

§ 53. PARTITIONEN UND VERTEILUNGEN 283
 § 53 Partitionen und Verteilungen
 53.1 Definition
 Gegeben sei eine Menge X ; eine Familie (Xi)i$I von nichtleeren Teilmengen von X heißteine Partition von X, wenn gilt:
 (i) X =&
 i$I
 Xi .
 (ii) Xi /Xj = ! fur alle i &= j .
 Ein Xi heißt dann auch Teil der Partition.
 53.2 Bemerkung
 In §22 (siehe Lineare Algebra I) haben wir gezeigt, daß jede Aquivalenzrelation , auf einerMenge X &= ! eine Partition von X definiert. Die Teile der Partition sind dann namlich dieAquivalenzklassen bezuglich , .
 53.3 Satz
 Ist (Xi)i$I eine Partition von X , so wird durch
 x , x! :%$ 5i$I mit x, x! " Xi
 eine Aquivalenzrelation auf X festgelegt mit den Aquivalenzklassen Xi .
 Beweis:
 (A1) – (A3) sind klar. ! Ist Kx eine Aquivalenzklasse, so ist x " Xi fur ein i " I , und damitgilt: Kx = {x! " X | x! , x} = Xi . "
 53.4 Satz
 Es sei nun X eine endliche Menge mit |X| = n ; fur alle 1 ' k ' n bezeichne S(n, k) dieAnzahl der Partitionen von X in k Teile. Dann gilt:
 S(n, 1) = 1 , S(n, n) = 1 und 42&k&n"1 S(n, k) = S(n+ 1, k + 1) + k · S(n+ 1, k) .
 Beweis:
 Der erste Teil der Behauptung ist klar. !Sei nun x " X beliebig. Dann gilt fur eine Partition (Xi)1&i&k von X entweder:
 (i) {x} = Kx (als Teil der Partition) oder: (ii) {x} ("=
 Kx .
 Im Falle (i) ist (Xi)1&i&k \Kx eine Partition von X \{x} , und es gibt S(n+1, k+1) Partitionenvon X \ {x} . Umgekehrt definiert jede Partition von X \ {x} in (k + 1) Teile eine Partition
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 von X in k Teile.Im Fall (ii) erhalten wir eine Partition ((Xi)1&i&k \ Kx) * (Kx \ {x}) von X \ {x} , d. h. einePartition von X \{x} in k Teile. Nun gibt es k Partitionen von X mit {x} (
 "=Kx , also insgesamt
 k · S(n + 1, k) solcher Partitionen. Umgekehrt definiert jede Partition von X \ {x} in k Teilegerade k Partitionen von X in k Teile.Damit gilt insgesamt:
 S(n, k) = S(n+ 1, k + 1) + k · S(n+ 1, k) .
 "
 53.5 Bemerkung
 Aufgrund dieser Rekursionsformel ergibt sich fur die Zahlen S(n, k) eine Art ”Pascal’sches81
 Dreieck“ der folgenden Form:
 1S(2, 1) = 1 1 = S(2, 2)
 S(3, 1) = 1 3 1 = S(3, 3)1 7 6 1
 1 15 25 10 11 31 90 65 15 1
 1 63 301 350 140 21 1...
 ......
 ......
 ......
 Durch vollstandige Induktion folgt aus der Rekursionsformel:
 S(n, n+ 1) =#
 n
 2
 $
 und S(n, 2) = 2n"1 + 1 fur alle n . 2 .
 53.6 Satz
 Die Zahlen S(n, k) aus Satz 53.4 sind die Stirling’schen Zahlen zweiter Art Sn,k .
 Beweis:
 Die Stirling’schen Zahlen zweiter Art Sn,k wurden bereits in Beispiel 17.5 (Lineare Algebra I)eingefuhrt durch
 xn =n0
 k=0
 Sn,k · (x)k mit (x)k :=k"1-
 j=0
 (x+ j) = x · (x+ 1) · (x+ 2) · . . . · (x+ k+1) .
 Und in Ubungsaufgabe 16–1a) wurde gezeigt, daß die reellen Funktionen f0, f1, f2, . . . , fn mitfk(x) = (x)k eine Basis des Polynomraumes Πn ( Abb(IR, IR) bilden. Es ist
 Sn,n = 1 fur alle n " INund Sn,0 = 0 fur alle n " IN#
 sowie S0,k = 0 fur alle k " IN# .
 81Blaise Pascal, franzosischer Mathematiker, Physiker und Philosoph (!19.06.1623, †19.08.1662)
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 Ferner gilt fur alle n " IN# :
 n0
 k=0
 Sn,k · (x)k = xn = x · xn"1
 = x ·n"10
 l=0
 Sn"1,l · (x)l
 =n"10
 l=0
 Sn"1,l · [(x)l+1 + l · (x)l]
 wegen (x)l+1 + l · (x)l = (x)l · [(x+ l) + l] = x · (x)l ,
 also:n0
 k=0
 Sn,k · (x)k =n0
 k=1
 Sn"1,k"1 · (x)k +n"10
 k=1
 k · Sn"1,k · (x)k .
 Da (fk)0&k&n eine Basis von Πn ist, liefert ein Koeffizientenvergleich fur alle k, n " IN# :
 Sn,k = Sn"1,k"1 + k · Sn"1,k .
 Also erfullen Sn,k und S(n, k) dieselbe Rekursionsformel. Wegen Sn,1 = 1 = S(n, 1) undSn,n = 1 = S(n, n) folgt: S(n, k) = Sn,k . "
 53.7 Definition
 Ist (Xi)i$I eine Partition der Menge X , so definieren wir eine Abbildung
 p : X ! I durch p(x) := i , wenn x " Xi ist .
 Man sagt dann, daß man eine Verteilung von X in Boxen vornimmt, die durch die Elemente derIndexmenge I &= ! gekennzeichnet sind. Damit ist p eine surjektive Abbildung.Umgekehrt erhalten wir durch eine surjektive Abbildung p : X ! Y eine Partition von X indisjunkte Teilmengen Xy := {x " X | p(x) = y} mit y " Y .
 53.8 Satz
 Es sei X eine Menge mit |X| = n und Y eine Menge mit |Y | = k ' n . Ist J die Menge allersurjektiven Abbildungen von X auf Y , so gilt:
 |J | = k! · S(n, k) .
 Beweis:
 Ist p : X ! Y surjektiv, so induziert p eine Partition von X in k Teile. Ist f : Y ! Y bijektiv,d. h. f " S(Y ) , so ist f # p ebenfalls surjektiv und induziert dieselbe Partition. Umgekehrterhalten wir aus jeder Partition von X in k Teile k! surjektive Abbildungen f #p mit f " S(Y ) .
 "
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 53.9 Definition
 Gegeben seien die Mengen X,Y mit |X| = n , |Y | = k und k ' n . Ist Y = {y1, y2, . . . , yk} ,und sind n1, n2, . . . , nk " IN# mit n1 + n2 + . . . + nk = n , so bezeichnen wir die Anzahl dersurjektiven Abbildungen
 p : X ! Y mit |"1p ({yk})| = nk als
 #n
 n1, n2, . . . , nk
 $
 .
 53.10 Satz
 Sind n1, n2, . . . , nk " IN# mit n1 + n2 + . . . + nk = n , so gilt:#
 n
 n1, n2, . . . , nk
 $
 =n!
 n1! · n2! · . . . · nk!.
 Beweis:
 Seien X = {x1, x2, . . . , xn} , Y = {y1, y2, . . . , yk} und % " Sn . Dann ist p" : X ! Y mit
 p"(x"(i)) =
 45555556
 5555557
 y1 fur 1 ' i ' n1
 y2 fur n1 + 1 ' i ' n1 + n2...
 ......
 ...
 yk furk"11j=1
 nj + 1 ' i ' n
 eine der in Definition 53.9 betrachteten Abbildungen. Umgekehrt gibt es zu jeder surjektivenAbbildung p1 mit |"1
 p1({yk})| = nk eine Permutation % " Sn derart, daß p1 = p" gilt. Unter deninsgesamt n! Abbildungen gibt es nun etliche, die ubereinstimmen. Jede Permutation % , die eine
 Permutation {1, 2, . . . , n1} , {n1 +1, n1 +2, . . . , n1 +n2} , . . . ,; k"11
 j=1nj +1, . . . , n
 <bewirkt, liefert
 dieselbe surjektive Abbildung p" . Von solchen Permutationen gibt es somit genau n1!·n2!·. . .·nk!verschiedene. "
 53.11 Bemerkung
 Die Zahl#
 n
 n1, n2, . . . , nk
 $
 heißt Multinomialkoe!zient (oder Multinomialzahl).
 Ist dabei k = 2 , so ergibt sich wegen n1 + n2 = n der Binomialkoeffizient:#
 n
 n1, n2
 $
 =n!
 n1! · (n+ n1)!=
 #n
 n1
 $
 =#
 n
 n2
 $
 .
 Und fur n, n1, n2, . . . , nk " IN wird#
 n
 n1, n2, . . . , nk
 $
 eben durchn!
 n1! · n2! · . . . · nk!definiert.
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 53.12 Beispiel
 Wieviele Worter mit 11 Buchstaben konnen aus den Buchstaben des Wortes ABRACADABRA ge-bildet werden?Jedes Wort hat 11 Buchstaben x1x2x3 · · ·x11 , wobei funfmal das A , zweimal das B , zweimaldas R , einmal das C und einmal das D vorkommen. Es geht also darum, 11 Objekte in 5 Boxen,namlich A , B , R , C , D zu verteilen, wobei 5 Objekte in A , jeweils 2 Objekte in B bzw. R und jeein Objekt in C bzw. D verteilt werden sollen. Damit ist die gesuchte Zahl die Multinomialzahl
 #11
 5, 2, 2, 1, 1
 $
 = 3 · 7 · 4 · 9 · 10 · 11 = 83 160 .
 53.13 Satz
 Sind n, k " IN# , so gilt fur beliebige x1, x2, . . . , xk " C der Polynomische Lehrsatz :
 (x1 + x2 + . . . + xk)n =0
 (n1,n2,...,nk)$INk
 n1+n2+...+nk=n
 #n
 n1, n2, . . . , nk
 $
 · x1n1 · x2
 n2 · . . . · xknk .
 Beweis:
 Durch n-fache Multiplikation von x1 +x2 + . . .+xk entsteht eine Summe von Termen der Formx1
 n1 · x2n2 · . . . · xk
 nk . Der Multinomialkoeffizient zahlt nun, wieviele Moglichkeiten es gibt, ausn Faktoren den Summanden x1 genau n1-mal, den Summanden x2 genau n2-mal, . . . usw. undden Summanden xk genau nk-mal auszuwahlen. "
 § 54 Partitionen einer positiven ganzen Zahl
 Wir interpretieren Partitionen (m1, m2, . . . ,mk) einer positiven ganzen Zahl m " IN# mit derEigenschaft m1 . m2 . . . . . mk . 1 folgendermaßen:
 Gegeben sei eine m-elementige Menge X und eine Partition X =k%
 i=1Xi mit |Xi| =: mi , wobei
 jeweils nur die Anzahl der Elemente aus Xi berucksichtigt wird. Dazu gehort nun die Gleichungm = m1 + m2 + . . . + mk . Auf die Reihenfolge der Xi kommt es dann nicht an; also konnen wirm1 . m2 . . . . . mk . 1 voraussetzen. Mit pk(m) bezeichnen wir die Anzahl der Partitionenvon m in k Teile; (vgl. Bemerkung 48.6) mit p(m) bezeichnen wir alle Partitionen von m , d. h.:
 p(m) :=m0
 k=1
 pk(m) .
 Es ist etwa p(3) = 3 mit p1(3) = p2(3) = p3(3) = 1; dies sind die Partitionen (3) , (2, 1) , (1, 1, 1) .Demgegenuber ist S(3, 2) = 3 , da z. B. fur X = {1, 2, 3} drei Partitionen Pi existieren mitLange |Pi| = 2 , namlich {P1, P2, P3} = {{1} * {2, 3} , {2} * {1, 3} , {3} * {1, 2}} .
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 Ferner ist zum Beispiel p(6) = 11 wegen
 p1(6) = 1 : 6p2(6) = 3 : 5 + 1 , 4 + 2 , 3 + 3p3(6) = 3 : 4 + 1 + 1 , 3 + 2 + 1 , 2 + 2 + 2p4(6) = 2 : 3 + 1 + 1 + 1 , 2 + 2 + 1 + 1p5(6) = 1 : 2 + 1 + 1 + 1 + 1
 + p6(6) = 1 : 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1p(6) = 11
 Es hat sich (leider) eingeburgert, solche Partitionen durch folgende Abkurzungen zu kennzeich-nen:
 [6] ,[5, 1] , [4, 2] , [32][4, 12] , [3, 2, 1] , [23][3, 13] , [22, 12][2, 14] ,[16] .
 Gunstiger ist diese Darstellung der Partitionen:Wir ordnen einer Partition von m in k Teile eine (k 3m1)-Matrix zu mit
 "ij = 1 fur alle 1 ' j ' mi
 und "ij = 0 sonst .
 Dann entspricht z. B. der Partition 5 + 3 + 2 der Zahl 10 die Matrix=
 >?1 1 1 1 11 1 1 0 01 1 0 0 0
 @
 AB .
 54.1 Satz
 Gegeben seien m, r " IN# mit r ' m . Dann gilt:r0
 k=1
 pk(m) = pr(m + r) .
 Beweis:
 Wir zeigen mit Hilfe der obigen Matrix–Darstellung, daß eine bijektive Abbildung existiertzwischen den Partitionen, die links bzw. rechts vom Gleichheitszeichen gezahlt werden. Ist Peine Partition von m + r in (exakt) r Teile, so gehort dazu eine Matrix AP " Mat(r, m1;ZZ2)mit
 AP =
 =
 >>>>>>?
 & 1 1 1 · · · 1& 1 1 1 · · · 1 0& 1 1 · · · 1 0 0
 &... 0& 1 · · · 1
 @
 AAAAAAB.
 Durch Weglassen (/) der ersten Spalte (und eventuelles Streichen der letzten Nullzeilen) erhalten
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 wir eine Matrix B " Mat(s, m1+1;ZZ2) mit,ij = 1 fur 1 ' j ' mi + 1 ,,ij = 0 sonst und fur 1 ' i ' s ' r .
 Dies ist eine Matrix mit hochstens r Zeilen und exakt m Einsen. Also entspricht B einer Partitionvon m in hochstens r Teile.Umgekehrt erhalten wir aus jeder Matrix B " Mat(s, m!
 1;ZZ2) mit exakt m Einsen und sonstnur Nullen durch Hinzufugen einer Spalte mit r Einsen eine Matrix A " Mat(r, m!
 1+1;ZZ2) , dieeiner Partition von m + r in genau r Teile entspricht.So erhalten wir die gewunschte bijektive Abbildung. "
 54.2 Folgerung
 Fur m, k " IN# mit k ' m gilt:
 pk(m) =k0
 i=0
 pi(m+ k) ,
 wobei p0(0) = 1 und pi(m+ k) = 0 fur alle i > m+ k ist.
 54.3 Definition
 Sei P = (m1, m2, . . . ,mk) eine Partition von m und AP " Mat(k, m1;ZZ2) die zugehorigeMatrix; dann entspricht der Matrix (AP )t " Mat(m1, k;ZZ2) eine Partition P ! von m in genaum1 Teile. Und P ! heißt die zu P konjugierte Partition.Eine Partition P heißt selbst–konjugiert, wenn P ! = P ist, d. h. wenn gilt: AP = (AP )t .
 54.4 Satz
 Die Anzahl der selbst–konjugierten Partitionen von m stimmt mit der Anzahl der Partitionen(m1, m2, . . . ,mk) von m mit m1 > m2 > . . . > mk und ungeraden mi uberein.
 Beweis:
 Jeder symmetrischen Matrix AP " Mat(k, k;ZZ2) ordnen wir eine Matrix B zu mit 2k+1 Einsenin der ersten Zeile, 2l + 1 Einsen in der zweiten Zeile, . . . usw.:
 AP =
 =
 >>>>>?
 1 · · · 1...
 · · · 1... . . .1
 1' () *
 l
 8
 l
 1
 @
 AAAAAB
 k)k
 7+! B =
 =
 >>>>?
 1 · · · 11 · · · 1' () *
 2l"1...1
 @
 AAAAB
 k)(2k"1)
 .
 Umgekehrt ordnen wir jeder Partition von m mit m1 = 2k + 1 , m2 = 2l + 1 , . . . usw. einesymmetrische Matrix mit k Einsen in der ersten Zeile und Spalte, l + 1 Einsen in der zweitenZeile und Spalte, . . . usw. zu. "
 54.5 Beispiel
 Die Anzahl der selbst–konjugierten Partitionen von m = 20 lautet 7 , diese sind:
 (19, 1) , (17, 3) , (15, 5) , (13, 7) , (11, 9) , (11, 5, 3, 1) , (9, 7, 3, 1) .
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Kapitel XIII
 Ringe, Korper und Polynome
 Wir beziehen uns jetzt auf Definition 1.7 bzw. Definition 1.9 aus Lineare Algebra I.
 Jeder Ring (R,+, ·) erfullt bekanntlich die Axiome:
 (R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
 (R2) (R, ·) ist eine Halbgruppe.
 (R3) Es gelten die beiden Distributivgesetze (D1) und (D2).
 Ein Ring (R,+, ·) heißt kommutativ, wenn fur alle a, b " R gilt: a · b = b · a . Existiert nochein Element 1 " R mit 1 a = a 1 = a fur alle a " R , so sprechen wir von einem Ring mitEinselement 1 .
 Erfullt (K,+, ·) die Axiome (K1) , (K2) und (K3) , dann nennt man K einen (kommutativen)Korper. Ist die Gruppe (K \ {0}, ·) dabei nicht kommutativ, so heißt K ein Schiefkorper.
 § 55 Grundbegriffe der Ringtheorie
 55.1 Beispiele
 Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe und EndG die Menge aller Endomorphismen auf G . Fur!, # " EndG definieren wir ! + # und # # ! aus EndG durch
 (! + #)(x) := !(x) + #(x)und (# # !)(x) := #(!(x)) .
 Man rechnet leicht nach, daß dann (EndG, +, #) ein Ring ist. Und EndG heißt der Endomor-phismenring von G.
 Ist X &= ! eine beliebige Menge und R ein Ring, so ist (Abb(X, R),+, · ) mit
 (f + g)(x) := f(x) + g(x)und (f · g)(x) := f(x) · g(x)
 fur alle f, g " Abb(X, R) und x " X ein Ring.
 290
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 55.2 Bemerkungen
 Ist (R,+, ·) ein Ring, so gilt fur beliebige Elemente a, b " R :
 (i) a · 0 = 0 · a = 0 .
 (ii) a (+b) = (+a) b = +a b .
 (iii) (+a) (+b) = a b .
 Beweis:
 Vgl. Bemerkung 1.10(i) und (iii) (siehe Lineare Algebra I), oder betrachte:Fur festes a " R sind #, ! : (R,+) ! (R,+) mit !(x) := a x bzw. #(x) := x a Gruppen–Endomorphismen. Wegen !(0) = #(0) = 0 folgt dann sofort (i). Und wegen !(+x) = +!(x)bzw. #(+x) = +#(x) ergibt sich direkt (ii). Ersetzt man schließlich in (ii) noch a durch +a , sofolgt auch (iii). "
 55.3 Bemerkung
 Es sei (R,+, ·) ein Ring; wir setzen zur Abkurzung
 x+ y := x + (+y) .
 Dann gilt wegen Bemerkung 55.2 auch:
 x (y + z) = x y + x z und (x+ y) z = x z + y z .
 Setzen wir fur beliebige x1, x2, . . . , xm " R :
 m0
 i=1
 xi := x1 + x2 + . . . + xm undm-
 i=1
 xi := x1 · x2 · . . . · xm ,
 so gelten die allgemeinen Distributivgesetze (mit y1, y2, . . . , yn " R ):#
 m0
 i=1
 xi
 $ #n0
 j=1
 yj
 $
 =m0
 i=1
 #n0
 j=1
 xi yj
 $
 =n0
 j=1
 #m0
 i=1
 xi yj
 $
 =:0
 i,j
 xi yj .
 Setzt man nun x1 := x und xn+1 := xn x fur x " R und n " IN# , so gelten die ublichenRegeln:
 (xm)n = xmn und xm xn = xm+n .
 Ist R ein Ring mit Einselement 1 , dann setzt man noch x0 := 1 fur beliebige x " R und erhaltdie obigen Potenzregeln fur alle m, n " IN .
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 55.4 Definition
 Gegeben seien zwei Ringe R und S ; eine Abbildung ! : R ! S heißt ein (Ring–)Homomorphis-mus, wenn fur alle x, y " R gilt:
 !(x + y) = !(x) + !(y)und !(x · y) = !(x) · !(y) .
 Analog zu den Gruppen–Homomorphismen gibt es (entsprechend zur Definition 42.6) noch dieBegriffe (Ring–)Monomorphismus, (Ring–)Epimorphismus, (Ring–)Isomorphismus, (Ring–)En-domorphismus und (Ring–)Automorphismus.Ebenfalls wie bei den Gruppen–Homomorphismen sei
 Ker ! := {x " R | !(x) = 0} und Im ! := !(R) .
 55.5 Beispiel
 Es sei ! : ZZ ! ZZ ein Ring–Homomorphismus. Dann ist fur alle n " IN# :
 !(n) = !( 1 + 1 + . . . + 1' () *n Summanden
 )
 = !(1) + !(1) + . . . + !(1)' () *
 n Summanden
 = n !(1)
 und !(n) = !(n 1) = !(n) !(1) . Die Beziehung n !(1) = !(n) !(1) = !(n) gilt damit furn " IN und wegen !(+n) = +!(n) fur alle n " ZZ .Ist !(1) = 0 , so ist ! = 0 ; ist !(1) &= 0 , dann folgt: ! = idZZ .
 55.6 Definition
 Eine Teilmenge U &= ! eines Ringes (R,+, ·) heißt ein Unterring von R, wenn U mit derAddition und der Multiplikation aus R selbst wieder ein Ring ist.
 55.7 Satz
 Ist R ein Ring und ! &= U ( R , so sind die folgenden beiden Aussagen aquivalent:
 a) U ist ein Unterring von R .
 b) Es gilt: a, b " U $ a+ b " U - a b " U .
 Beweis:
 ”a) $ b)“: ist klar. !
 ”b) $ a)“: Nach Satz 42.4 ist (U,+) eine (abelsche) Gruppe. Wenn mit a, b " U aucha b " U ist, so folgt, daß ·|U eine innere Verknupfung auf U ist. Diese Verknup-fung ist assoziativ, weil ja · in R bereits assoziativ ist. Die beiden Distributivge-setze gelten in R , also auch in der Teilmenge U .
 "

Page 69
                        

§ 55. GRUNDBEGRIFFE DER RINGTHEORIE 293
 55.8 Definition
 Es sei R ein Ring mit 1 . Ein Element a " R besitzt ein Linksinverses (bzw. Rechtsinverses),wenn es ein b " R (bzw. ein c " R ) gibt mit b a = 1 (bzw. mit a c = 1 ).Und a " R heißt invertierbar, wenn a sowohl ein Links- wie auch ein Rechtsinverses besitzt.Dann heißt a eine Einheit, und die Menge aller Einheiten in R bezeichnen wir mit R# .
 55.9 Satz
 Es sei R ein Ring mit 1 . Dann gilt:
 a) Ist a " R# mit b a = a c = 1 , so ist b = c .
 b) (R#, ·) bildet eine Gruppe, die sogenannte Einheitengruppe von R.
 Beweis:
 zu a): Es gilt: b = b 1 = b (a c) = (b a) c = 1 c = c .
 zu b): Wir zeigen zuerst, daß · eine innere Verknupfung auf R# ist (R# &= ! wegen 1 " R# ).Sind a, a! " R# , so existieren b, b! " R mit a b = b a = 1 und a! b! = b! a! = 1 .Daraus folgt:
 (a a!) (b b!) = a (a! b!) b = a 1 b = a b = 1 und (b! b) (a a!) = b! (b a) a! = b! a! = 1 .
 Das Assoziativgesetz gilt in (R, ·) , also auch in (R#, ·) . Und 1 " R# ist das neutraleElement. Teil a) besagt, daß mit a auch das Inverse b eine Einheit ist.
 "
 55.10 Bemerkung
 Gemaß Bemerkung 25.2(ii) (siehe Lineare Algebra I) ist (ZZn,+, ·) ein kommutativer Ringmit Eins. Dann bildet (ZZ #n , ·) nach Satz 55.9 eine Gruppe (vgl. die Bemerkung in Definition 43.9).
 In einem Ring mit Eins gilt stets: R# ( R \ {0} .
 55.11 Definition
 Es sei R ein Integritatsring (oder Integritatsbereich), d. h. R ist kommutativ, nullteilerfrei undbesitzt ein vom Nullelement 0 verschiedenes Einselement 1 (vgl. Definition 25.1). Dann sei
 F := {a " R \ {0} | ord a ist endlich} ;
 hierbei ist ord a die Ordnung von a als Element aus (R,+) .Und die Charakteristik charR von R wird folgendermaßen definiert:
 charR :=/
 0 , falls F = !min{ord a | a " F} sonst .
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 55.12 Bemerkung
 Ist p := charR , so gilt stets: p &= 1 ; ist zudem p . 2 , dann gilt:
 p.a := a + a + . . . + a' () *p Summanden
 = 0 fur alle a " R .
 (Beweis: Ist namlich p . 2 , so existiert ein b " R \ {0} mit p.b = 0 . Daraus folgt:0 = p.b = p.(1 b) = (p.1) b . Wegen der Nullteilerfreiheit von R und wegen b &= 0 ergibt sich:p.1 = 0 . Damit gilt fur beliebiges a " R : p.a = p.(1 a) = (p.1) a = 0 a = 0 . ")
 55.13 Satz
 Ist R ein Integritatsring mit p := charR , so ist p = 0 oder aber eine Primzahl p . 2 .
 Beweis:
 Angenommen, es ware p = m n mit m, n " IN# . Dann gilt nach Bemerkung 55.12:
 0 = (mn).1 = m.(n.1) = m.(1(n.1)) = (m.1)(n.1) .
 Da R ein Integritatsring ist, gilt: m.1 = 0 oder n.1 = 0 . Also ist die Zerlegung p = m ·n nichtecht und damit p eine Primzahl. "
 § 56 Ideale und Restklassenringe
 56.1 Definition
 Es sei (R,+, ·) ein Ring; eine Teilmenge a ( R heißt ein Linksideal (bzw. Rechtsideal) von R,wenn gilt:
 (I1) a ist eine Untergruppe von (R,+) .
 (I2) Fur alle a " a und alle x " R ist x a " a (bzw. a x " a ).
 Und a heißt ein Ideal in R, wenn a zugleich Links- und Rechtsideal von R ist.
 56.2 Satz
 Es seien ! : R ! S ein Ring–Homomorphismus und a ( R sowie b ( S Ideale; dann gilt:
 a) Das Urbild "1!(b) ist ein Ideal in R ; insbesondere ist Ker ! stets ein Ideal.
 b) Ist ! surjektiv, so ist auch das Bild !(a) ein Ideal in S .
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 Beweis zu Satz 56.2:
 Nun ist "1!(b) eine Untergruppe von R und !(a) eine Untergruppe von S (im surjektiven Fall).
 zu a): Fur x " R und a " "1!(b) folgt wegen !(a) " b :
 !(x a) = !(x) !(a) " b und !(a x) = !(a) !(x) " b ,
 da b ein Ideal in S ist.zu b): Ist !(a) " !(a) und y " S , so existiert ein x " R mit y = !(x) ; daraus folgt:
 y !(a) = !(x) !(a) = !(x a) " !(a) und entsprechend: !(a) y " !(a) .
 "
 56.3 Satz
 Gegeben seien ein Ring (R,+, ·) und ein Ideal a ( R ; dann ist R/a := {x + a | x " R} mitder durch
 (x + a) + (y + a) := (x + y) + a und (x + a) · (y + a) := (x y) + a
 festgelegten Addition und Multiplikation ein Ring.Die Abbildung % : R ! R/a mit %(x) := x + a ist ein Ring–Homomorphismus, und es gilt:a = Ker% .
 Beweis:
 Da (R,+) abelsch ist, ist a ein Normalteiler in (R,+) , also (R/a ,+) wohldefiniert. Die Multi-plikation ist reprasentanten-unabhangig, denn aus x + a = x! + a und y + a = y! + a folgt:
 x! y! + x y = x! (y! + y) + (x! + x) y
 " x! a + a y
 ( a + a ( a ,
 d. h.: x y + a = x! y! + a .
 Außerdem ist · assoziativ. Ferner gelten die Distributivgesetze (D1) und (D2), z. B.:
 (x + a) [(y + a) + (z + a)] = (x + a) [(y + z) + a]= x (y + z) + a
 = (x y + x z) + a
 = (x y + a) + (x z + a)= (x + a) (y + a) + (x + a) (z + a) .
 Nach §44 ist % ein Gruppen–Homomorphismus von (R,+) auf (R/a ,+) mit Ker % = a . Danngilt:
 %(x y) = x y + a = (x + a) (y + a) = %(x)%(y) .
 "
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 56.4 Definition
 Wir nennen R/a den Restklassenring von R modulo a, und % ist der kanonische Epimorphis-mus.
 56.5 Bemerkungen
 a) Ist R kommutativ, so auch R/a ; besitzt R ein Einselement 1 , dann ist 1+a das Einselementin R/a .
 Viele Aussagen aus §44 ubertragen sich, zum Beispiel:
 b) Eine Teilmenge a eines Ringes ist genau dann ein Ideal in R , wenn a der Kern einesHomomorphismus ! : R ! S ist (vgl. Satz 44.9, Satz 56.2a) und Satz 56.3).
 c) Ist ! : R ! S ein Ring–Homomorphismus, so gilt der Homomorphiesatz:
 R/Ker ! ,= !(R) .
 (Vgl. dazu Satz 44.11; fur den im Beweis zu Satz 44.11 angegebenen IsomorphismusΦ : (R/Ker ! ,+) ! (!(R),+) gilt hier:
 Φ((x + Ker !) (y + Ker !)) = Φ(x y + Ker !)= !(x y)= !(x) !(y)= Φ(x + Ker !) Φ(y + Ker !) . )
 d) Ist U ein Unterring und a ein Ideal im Ring R , so ist U / a ein Ideal in U , und es giltder 1. Isomorphiesatz (vgl. Satz 44.13):
 (U + a)/a ,= U/(U / a) .
 e) Sind a, b Ideale eines Ringes R mit a ( b , so ist b/a ein Ideal in R/a , und es gilt der2. Isomorphiesatz (vgl. Satz 44.15):
 (R/a)/(b/a) ,= R/b .
 f) Fur n " IN# ist n ZZ ein Ideal in ZZ ; es ergibt sich der Restklassenring ZZn = ZZ/n ZZ .
 g) Ist (a!)!$I eine Familie von Idealen des Ringes R , so ist auch a :=!
 !$Ia! ein Ideal in R .
 (Vgl. Satz 44.4; fur a " a und x " R gilt: x a " a! sowie a x " a! fur alle " " I , also:x a " a und a x " a .)
 56.6 Definition
 Gegeben seien ein Ring R und eine beliebige Teilmenge A ( R ; dann heißt
 (A) :="{ a | a ist Ideal in R mit A ( a }
 das von A erzeugte Ideal in R. Es ist dabei
 (!) = {0} und (a) = a ,
 wenn a ein Ideal ist.
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 56.7 Satz
 Es seien R ein Ring und ! &= A ( R eine Teilmenge; dann gilt:
 (A) =; 0
 endlich
 xi ai yi +0
 endlich
 x!i a!i +
 0
 endlich
 a!!i x!!i +0
 endlich
 ni.a!!!i
 222 xi, yi, x!i, x
 !!i " R ,
 ai, a!i, a
 !!i , a
 !!!i " A und ni " ZZ
 <=: S
 mit 0.a = 0 und n.a := (+a) + (+a) + . . . + (+a)' () *
 ("n) Summanden
 fur n " ZZ \ IN .
 Ist dabei R kommutativ, so gilt kurz:
 (A) =; 0
 endlich
 xi ai +0
 endlich
 ni.a!i
 222 xi " R , ai, a!i " A und ni " ZZ
 <.
 Besitzt R ein Einselement 1 , dann ist einfach
 (A) =; 0
 endlich
 xi ai y222 xi, yi " R und ai " A
 <.
 Ist R sogar ein kommutativer Ring mit Eins, so gilt noch kurzer:
 (A) =; 0
 endlich
 xi ai
 222 xi " R und ai " A<
 .
 Beweis:
 Es sei b ein Ideal, das A enthalt; dann liefert (I1), daß mit a " A auch n.a " b ist fur allen " ZZ . Axiom (I2) ergibt ferner mit a " A stets: x a " b , a y " b fur x, y " R und damitauch: x a y " b fur x, y " R . Somit ist S ( b , also S ( (A) .Andererseits ist S ein Ideal in R ; S ist eine Untergruppe von R , da auch die Differenz zweierElemente aus S wieder eine Summe der angegebenen Art ist (siehe Satz 42.4). Durch Multi-plikation von Elementen aus S von links oder rechts mit Elementen aus R ergeben sich wiederElemente aus S . Ferner enthalt S die Menge A , woraus folgt: (A) ( S .Ist R kommutativ, so gilt: x a y = (x y) a und a x = x a . Besitzt R ein Einselement 1 , dann istx a = x a 1 , a x = 1 a x und n.a = n.(1 a) = (n.1) a = (n.1) a 1 fur alle n " ZZ . "
 56.8 Folgerung
 Ist R ein kommutativer Ring mit Eins und A ( R endlich, etwa A = {a1, a2, . . . , an} , so gilt:
 (A) =; n0
 i=1
 ai xi
 222 xi " R<
 .
 56.9 Definition
 Ein Ideal a eines Ringes R heißt ein Hauptideal, wenn es ein a " R gibt mit (a) = a .
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 56.10 Bemerkungen
 (i) Ist R ein kommutativer Ring und a " R , so gilt:
 (a) = {r a + n.a | r " R - n " ZZ } =: R a + ZZ.a .
 (ii) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins und a " R , dann gilt: (a) = R a .
 (iii) In einem kommutativen Ring R ist fur a " R im allgemeinen (a) &= R a ;so gilt zum Beispiel in 2ZZ : (2) &= (2ZZ ) 2 wegen 2 /" (2 ZZ ) 2 .
 56.11 Definition
 Ein Integritatsring R heißt ein Hauptidealring, wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.
 56.12 Beispiel
 Direkt aus Definition 56.1 folgt, daß jede Untergruppe von (ZZ,+) ein Ideal in (ZZ,+, ·) ist. NachSatz 42.16 ist jede Untergruppe von ZZ von der Form sZZ , wobei s = 0 oder s die kleinstein dieser Untergruppe vorkommende naturliche Zahl großer oder gleich 1 ist. Nun gilt aber:sZZ = (s) . Also ist ZZ ein Hauptidealring.
 § 57 Korper
 57.1 Definition
 Fur einen Ring (R,+, ·) mit 1 &= 0 heißt R ein Korper, wenn R# = R\{0} gilt. Ist R kommutativ,so sprechen wir auch von einem kommutativen Korper; anderenfalls heißt R ein Schiefkorper.
 57.2 Satz
 Ein Ring R ist genau dann ein Korper, wenn (R \ {0}, ·) eine Gruppe ist.
 Beweis:
 ”$“: Ist R# = R \ {0} , so ist R# &= ! und R# eine Gruppe nach Satz 55.9b).
 ”%“: Das Einselement der Gruppe R \ {0} sei e . Dann ist e &= 0 , und wegen 0 = 0 e = e 0 iste auch Einselement von R . Damit gilt: R# = R \ {0} .
 "
 57.3 Satz
 Es sei K ein endlicher kommutativer Korper der Charakteristik p . Dann ist p . 2 eine Primzahl,und die Anzahl der Elemente von K ist eine Potenz von p .
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 Beweis zu Satz 57.3:
 Da K endlich ist, haben auch Elemente von K eine endliche Ordnung. Nach Satz 55.13 ist p . 2eine Primzahl. Gemaß Bemerkung 55.12 haben dann alle von 0 verschiedenen Elemente aus Kdie Ordnung p . Daraus folgt die Behauptung. "
 57.4 Bemerkung
 Die Frage, ob zu jeder Primzahl p . 2 und zu jedem m " IN# ein Korper der Charakteristik pmit genau pm Elementen existiert, werden wir spater behandeln (vgl. Satz 65.7 aus Algebra II).Homomorphismen, Endomorphismen, Epimorphismen, Monomorphismen, Isomorphismen undAutomorphismen von Korpern K sind die entsprechenden ”Morphismen“ von K , als Ring be-trachtet.Wir untersuchen auch die Frage spater, ob ein Korper K mit charK = p &= 0 und |K| = pm
 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. (Siehe hierzu §74 in Algebra II.)
 57.5 Definition
 Eine Teilmenge K eines Ringes L heißt ein Unterkorper oder Teilkorper von L, wenn K einUnterring von L ist und wenn (K,+, ·) ein Korper ist. Ist K Unterkorper eines Korpers L , soheißt L auch Oberkorper oder Erweiterungskorper von K.
 57.6 Bemerkung
 Ist K ein Unterkorper eines Ringes L , so enthalt K mindestens zwei Elemente, namlich 0 unddas Einselement e &= 0 des Ringes K . Ist L ein Korper, dann ist e das Einselement 1 von Lwegen e = e e = e 1 %$ e = 1 . So bildet etwa (bezeichnet nach W. R. Hamilton) die Menge
 IH :=/#
 u v+v u
 $
 " Mat(2, 2; C)222 u, v " C
 8
 einen Unterkorper des Matrizenringes (Mat(2, 2; C),+, %) (vgl. Bemerkung 6.9 aus LineareAlgebra I und Ubungsaufgabe 6–7). Dabei ist IH ein Schiefkorper, weil z. B. gilt:
 #i 00 +i
 $
 ·#
 0 ii 0
 $
 =#
 0 +11 0
 $
 und#
 0 ii 0
 $
 ·#
 i 00 +i
 $
 =#
 0 1+1 0
 $
 .
 Und IH heißt Quaternionen–Schiefkorper. Jedes Element#
 u v+v u
 $
 " IH laßt sich in der
 Form #u v+v u
 $
 =#
 u 00 u
 $
 +#
 v 00 v
 $
 ·#
 0 1+1 0
 $
 schreiben. Nun ist Φ : C !/#
 u 00 u
 $ 222 u " C
 8
 =:%C mit Φ(u) =
 #u 00 u
 $
 ein Isomorphis-
 mus auf den Unterring%C von IH . Setzen wir J :=
 #0 1
 +1 0
 $
 , so gilt fur alle u, v " C :
 #u v+v u
 $
 = Φ(u) + Φ(v) · J mit J2 = +#
 1 00 1
 $
 = +E2 .
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 Schreiben wir u = a + b i , v = c + d i mit a, b, c, d " IR , so folgt:
 Φ(u) + Φ(v) · J = Φ(a) + Φ(b) Φ(i) + Φ(c) · J + Φ(d) Φ(i) · J
 = a ·#
 1 00 1
 $
 + b ·#
 i 00 +i
 $
 + c ·#
 0 1+1 0
 $
 + d ·#
 0 ii 0
 $
 =: a E2 + b I + c J + d K
 mit I2 = J2 = K2 = +E2 und I J = +J I = K , J K = +K J = I , K I = +I K = J .
 Die MengeZZ [I, J ] := {a E2 + b I + c J + d K | a, b, c, d " ZZ }
 bildet einen Unterring von IH , den sogenannten Ring der ganzen Quaternionen. Die Einheiten-gruppe ZZ [I, J ]# von ZZ [I, J ] ist die Quaternionengruppe Q aus Ubungsaufgabe 47–12b).
 57.7 Definition
 Es sei K ein kommutativer Korper; dann heißt der Durchschnitt aller Unterkorper von K ,
 P (K) :="{U | U ist Unterkorper von K } ,
 der Primkorper von K.
 57.8 Bemerkung
 Wegen 1 " P (K) und damit m.1 " P (K) fur alle m " ZZ ist P (K) der von 1 erzeugte, alsoder kleinste aller Unterkorper von K .
 57.9 Satz
 Fur einen kommutativen Korper K gilt stets:
 a) charK = 0 %$ P (K) ,= Q .
 b) charK = p &= 0 %$ P (K) ,= ZZp .
 Beweis:
 zu a):
 ”$“: Sei n " ZZ \ {0} ; dann ist n.1 " P (K) und n.1 &= 0 , also (n.1)"1 " P (K) . Wirbetrachten
 P ! := {(m.1) (n.1)"1 | m, n " ZZ mit n &= 0} ;
 dann ist P ! ( P (K) , und außerdem ist P ! ein Korper, der zu Q isomorph ist.Daraus folgt: P (K) = P ! ,= Q .
 ”%“: ist klar wegen charP (K) = char Q = 0 . !
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 zu b):
 ”$“: Wir betrachten ! : ZZ ! K mit !(n) := n.1 . Es ist Ker ! = p ZZ , wobeip = charK eine Primzahl ist. Der Homomorphiesatz 56.5c) liefert:
 ZZp = ZZ/p ZZ ,= !(ZZ ) = {0, 1, 2.1, 3.1, . . . , (p+1).1} .
 Also ist !(ZZ ) ein Korper. Da !(ZZ ) in jedem Unterkorper von K enthalten ist,folgt:
 P (K) = !(ZZ ) ,= ZZp .
 ”%“: ist klar wegen charP (K) = charZZp = p . !"
 57.10 Definition
 Ein Ring R heißt einfach, wenn R außer (0) und R selbst keine weiteren Ideale besitzt.
 57.11 Satz
 Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 &= 0 . Dann gilt:R ist genau dann einfach, wenn R ein Korper ist.
 Beweis:
 ”$“: Sei x " R \ {0} ; nach Bemerkung 56.10(ii) gilt fur das von x erzeugte Hauptideal in R :(x) = R x . Wegen x &= 0 folgt: (x) = R x = R . Also laßt sich jedes r " R in der Formr = s x mit s " R darstellen; fur x = 1 gilt speziell: 1 = s x = x s mit geeignetem s " R .
 ”%“: Ist a &= (0) ein Ideal im Korper R , so existiert ein a " a mit a &= 0 ; dann ist a"1 " R ,also nach Axiom (I2): a"1 a = 1 " a . Daraus folgt wieder mit (I2): a = R .
 "
 57.12 Bemerkung
 Ist der Ring R aus Satz 57.11 nicht kommutativ, so ist die Aussage im allgemeinen falsch.
 57.13 Definition
 Es sei R ein Ring und m ("=
 R ein Ideal von R . Dieses m heißt maximal, wenn fur jedes Ideal a
 in R mit m ( a folgt: m = a oder a = R .
 57.14 Satz
 Das Ideal m ("=
 R ist genau dann maximal im Ring R , wenn R/m einfach ist.
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 Beweis zu Satz 57.14:
 Nach den Satzen 56.2 und 56.3 gibt es eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der IdealeR/m und der Menge der Ideale in R , die Ker % = m umfaßt. Also enthalt die eine Menge genaudann zwei Elemente, wenn die andere Menge auch zwei Elemente besitzt. "
 57.15 Folgerung
 In einem kommutativen Ring R mit 1 &= 0 ist das Ideal m genau dann maximal, wenn R/m einKorper ist.
 § 58 Teilbarkeit in Integritatsringen
 58.1 Definition
 Es sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal p ("=
 R heißt Primideal, wenn gilt:Sind a, b " R mit a b " p , so ist a " p oder b " p .
 58.2 Satz
 Es seien R ein kommutativer Ring mit 1 &= 0 und p ("=
 R ein Ideal. Dann sind aquivalent:
 a) p ist Primideal.
 b) R/p ist ein Integritatsring.
 c) Es existiert ein Homomorphismus f : R ! S in einen Integritatsring mit Ker f = p .
 Beweis:
 ”a) $ b)“: Nach Voraussetzung ist R/p ein kommutativer Ring mit 1 + p &= 0 + p . Sinda + p , b + p " (R/p) \ {0 + p} , d. h. a /" p und b /" p , so ist a b /" p , also(a + p) (b + p) = a b + p &= 0 + p . Damit ist R/p nullteilerfrei, also R/p einIntegritatsring.
 ”b) $ c)“: Wahle S = R/p und f = % . !
 ”c) $ a)“: Sei f : R ! S ein Homomorphismus in den Integritatsring S und Ker f = p (mitp &= R ). Sind nun a, b " R mit a b " Ker f , d. h. f(a b) = f(a) f(b) = 0 , so folgtwegen der Nullteilerfreiheit von S : f(a) = 0 oder f(b) = 0 , d. h. a " Ker f = poder b " p .
 "
 58.3 Folgerung
 Ist R ein kommutativer Ring mit 1 &= 0 , so ist jedes maximale Ideal auch Primideal.
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 58.4 Bemerkung
 Ein n " IN# \ {1} ist genau dann eine Primzahl, wenn n ZZ ein Primideal in ZZ ist.
 Beweis:
 ”$“: Ist n eine Primzahl, so ist ZZ/n ZZ ein Korper, also n ZZ gemaß Satz 58.2 ein Primideal.
 ”%“: Ist n ZZ ein Primideal in ZZ , so ist ZZn = ZZ/n ZZ nach Satz 58.2 ein Integritatsring. Alsoist fur a " ZZn \ {0} die Abbildung fa : ZZn ! ZZn mit fa(x) = a x injektiv. Da ZZn
 endlich ist, ist fa sogar bijektiv. Damit existiert zu a, b " ZZn \ {0} ein x " ZZn \ {0} mita x = x a = b . Gemaß Satz 1.4 aus Lineare Algebra I ist also (ZZn \ {0}, ·) eine Gruppeund damit (ZZn,+, ·) ein Korper.
 "
 58.5 Definition
 Es sei R ein Integritatsring.
 a) Sind a, b " R und existiert ein c " R mit b = a c , so heißt a ein Teiler von b (oder bein Vielfaches von a). Wir sagen: ”a teilt b“ und schreiben: a | b .Sonst schreiben wir: a # b oder a & | b .
 b) Zwei Elemente a, b " R heißen assoziiert, wenn eine Einheit . " R# existiert mit a = . b .
 c) Ein p " R \ (R# * {0}) heißt ein Primelement, wenn fur a, b " R und p | a b stets folgt:p | a oder p | b .
 d) Ein Element u " R \ (R# * {0}) heißt irreduzibel (oder unzerlegbar), wenn aus u = a bmit a, b " R stets folgt: a " R# oder b " R# .Ist q " R \ (R# * {0}) nicht irreduzibel, so heißt q reduzibel (oder zerlegbar).
 58.6 Bemerkungen
 (i) a | b %$ b " (a) %$ (b) ( (a) .
 (ii) (a | b - b | a) %$ (a) = (b) %$ a = b u mit u " R# %$ a und b sindassoziiert.
 Beweis:
 Die meisten Aussagen sind klar. !zu ” (a) = (b) $ a = b u mit u " R# “: Es existieren u, v " R mit a = b u und b = a v .Daraus folgt: b = b u v . Ist b = 0 , so auch a = 0 , und damit sind a und b assoziiert. Ist b &= 0 ,so ist u v = 1 , also u " R# und v " R# .Umgekehrt folgt aus a = b u mit u " R# : b | a ; und aus b = a u"1 folgt: a | b . "
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 58.7 Satz
 Es sei R ein Integritatsring und p " R \ (R# * {0}) . Dann gilt:
 a) p ist Primelement %$ (p) ist Primideal.
 b) Ist p ein Primelement, so ist p irreduzibel.
 c) p ist irreduzibel %$ Fur jedes (p) umfassende Hauptideal a gilt: a = (p)oder a = R .
 Beweis:
 zu a):
 ”$“: Sei p Primelement; wegen p /" R# ist (p) &= R . Seien nun a, b " R mit a b " (p) ,d. h. a b = r p mit r " R . Dann gilt: p | a oder p | b , d. h.: a " (p) oder b " (p) .
 ”%“: Ist (p) ("=
 R ein Primideal, so folgt aus p | a b direkt: a b " (p) , also a " (p) oderb " (p) , d. h. p | a oder p | b .
 zu b): Sei p ein Primelement und p = a b mit a, b " R ; dann gilt: p | a oder p | b . Imersten Fall ist etwa a = p r , also p = a b = p r b . Wegen p &= 0 folgt durch Kurzung:r b = 1 6 b " R# . Und im Falle p | b folgt erhalt man entsprechend: a " R# .
 zu c):
 ”$“: Sei p irreduzibel und (p) ( a = (a) ; dann gilt: p = a r mit r " R . NachDefinition 58.5d) folgt sofort: a " R# oder r " R# . Im ersten Fall ist (a) = R ;im zweiten Fall sind a und p assoziiert, also ist (a) = (p) .
 ”%“: Aus (p) ( (a) fur ein a " R folgt: (a) = (p) oder (a) = R . Sei p = b cmit b, c " R ; ist b /" R# , so ist (b) (
 "=R und (p) ( (b) , also (b) = (p) . Nach
 Bemerkung 58.6(ii) folgt: p = b . = b c mit . " R# , d. h. c = . " R# .
 "
 58.8 Satz
 Es sei R ein Hauptidealring und p " R \ {0} . Dann sind aquivalent:
 a) p ist Primelement %$ p ist irreduzibel.
 b) (p) ist Primideal %$ (p) ist maximales Ideal.
 Beweis:
 Wir erhalten folgende Schlußkette:p ist Primelement $ p ist irreduzibel (gemaß Satz 58.7b)
 $ (p) ist maximales Ideal (gemaß Satz 58.7c)$ (p) ist Primideal (nach Folgerung 58.3)$ p ist Primelement (nach Satz 58.7a). "
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 58.9 Definition
 Es sei R ein kommutativer Ring.
 a) Eine aufsteigende Folge von Idealen a1 ( a2 ( a3 ( . . .in R heißt stationar, wenn es ein m . 1 gibt mit an = am fur alle n . m .
 b) Der Ring R heißt noethersch82, wenn jede Folge a1 ( a2 ( a3 ( . . . von Idealen in Rstationar wird.
 c) Ist R ein Integritatsring, und laßt sich jedes a " R \ (R# * {0}) als endliches Produkt vonPrimelementen schreiben, so heißt R faktoriell.
 d) Ist R ein Integritatsring, und laßt sich jedes a " R\(R#*{0}) als endliches Produkt irredu-zibler Elemente schreiben derart, daß die Faktoren bis auf die Reihenfolge und eine Multi-plikation mit Einheiten eindeutig sind, so heißt R einGauß’scher Ring (oder ZPE–Ring83).(Aus a = q1 · q2 · . . . · qs = q!1 · q!2 · . . . · q!r mit irreduziblen qi, q!i folgt dann: r = s und(q!i) = (q!"(i)) fur alle 1 ' i ' s mit einer beliebigen Permutation % " Sr = Ss .)
 58.10 Satz
 Ist R ein Hauptidealring, so ist R noethersch.
 Beweis:
 Sei R a1 ( R a2 ( R a3 ( . . . eine aufsteigende Folge von Idealen in R ; wir mussen zeigen, daßdiese Folge stationar wird. Dazu betrachten wir
 a :=*&
 n=1
 R an .
 Durch Uberprufen der Eigenschaften in Definition 56.1 ergibt sich, daß a ein Ideal ist. Da R einHauptidealring ist, existiert ein a " R mit a = R a . Nun existiert ein m " IN# mit a " R am .Hieraus folgt dann: a = R a ( R am und wegen R am ( a zusammen: R am = a . Damit giltfur alle n . m : a = R am ( R an ( a = R am , d. h.: R an = R am . "
 58.11 Definition
 Es sei R ein Integritatsring.
 a) Es seien a1, a2, . . . , an " R und d " R ein gemeinsamer Teiler aller a1, a2, . . . , an ; d heißtein großter gemeinsamer Teiler von a1, a2, . . . , an, wenn jeder andere Teiler von a1, a2, . . .. . . , an auch ein Teiler von d ist. Existiert ein großter gemeinsamer Teiler von a1, a2, . . . , an ,so schreiben wir: d = ggT(a1, a2, . . . , an) .
 b) Elemente a1, a2, . . . , an " R heißen teilerfremd oder relativ prim, wenn jeder Teiler vona1, a2, . . . , an eine Einheit ist.
 82Amalie (Emmy) Noether, deutsche Mathematikerin (!23.03.1882, †14.04.1935)83Der Name ruhrt daher, daß in einem solchen Ring die mogliche Zerlegung einer von Null verschiedenen
 Nichteinheit in Primelemente (eigentlich noch: in irreduzible Elemente) eindeutig bestimmt ist.
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 58.12 Satz
 Seien R ein Hauptidealring und a1, a2, . . . , an " R . Dann sind aquivalent:
 a) d = ggT(a1, a2, . . . , an) .
 b) (a1, a2, . . . , an) = (d) .
 Beweis:
 ”a) $ b)“: Es sei d = ggT(a1, a2, . . . , an) ; da R ein Hauptidealring ist, existiert ein d! " Rmit (d!) = (a1, a2, . . . , an) . Dann gilt: ai = ri d! mit ri " R (fur alle 1 ' i ' n ).Also teilt d! alle ai . Damit teilt d! auch d . Andererseits folgt aus: d | ai fur
 1 ' i ' n auch: d |n1
 i=1ri ai fur beliebige r1, r2, . . . , rn " R . Also teilt d auch d! .
 Damit gilt nach Bemerkung 58.6(ii): (d) = (d!) .
 ”b) $ a)“: Ist (d) = (a1, a2, . . . , an) , so gilt: ai = ri d mit ri " R fur 1 ' i ' n , d. h.d | ai fur alle i = 1, 2, . . . , n . Ist nun c ein weiterer Teiler von a1, a2, . . . , an , so
 teilt c jede Linearkombinationn1
 i=1ri ai mit ri " R . Damit gilt auch: c | d , d. h.:
 d = ggT(a1, a2, . . . , an) . "
 58.13 Folgerung (Satz von Bezout84)
 Ist R ein Hauptidealring, so existiert zu beliebigen Elementen a1, a2, . . . , an " R stets ein großtergemeinsamer Teiler; dieser laßt sich darstellen in der Form
 ggT(a1, a2, . . . , an) =n0
 i=1
 ri ai mit ri " R .
 58.14 Folgerung
 Ist R ein Hauptidealring, so sind a1, a2, . . . , an " R genau dann teilerfremd, wenn es r1, r2, . . .. . . , rn " R gibt mit n0
 i=1
 ri ai = 1 .
 Beweis:
 ”$“: Sind a1, a2, . . . , an teilerfremd, so existiert ein d = ggT(a1, a2, . . . , an) (gemaß Folge-
 rung 58.13) und laßt sich in der Form d =n1
 i=1r!i ai darstellen mit r!i " R . Da a1, a2, . . . , an
 teilerfremd sind, ist d eine Einheit im Ring; also existiert ein c " R mit c d = 1 .
 ”%“: Istn1
 i=1ri ai = 1 und c ein Teiler von a1, a2, . . . , an , so ist c ein Teiler von 1 , also c eine
 Einheit in R ."
 84Etienne Bezout, franzosischer Mathematiker (!31.03.1730, †27.09.1783)
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 58.15 Folgerungen
 Es seien R ein Hauptidealring und a, b " R teilerfremd. Dann gilt:
 (i) Aus a | b c folgt: a | c .
 (ii) Aus a | c und b | c folgt: a b | c .
 Beweis:
 Nach Folgerung 58.14 gibt es r, s " R mit r a + s b = 1 . Eine Multiplikation auf beiden Seitenmit c &= 0 ergibt: c = r a c + s b c .
 zu (i): Aus a | b c , d. h. a u = b c fur u " R , folgt, daß a jeden Summanden auf der rechtenSeite teilt, also auch c .
 zu (ii): Aus a | c und b | c , d. h. a u = c und b v = c fur u, v " R , folgt: c = r v a b+ s u a b ,also: a b | c .
 "
 58.16 Satz
 Es sei R ein Integritatsring; ist p " R ein Primelement und a " R beliebig, so ist entweder pein Teiler von a , oder a und p sind teilerfremd.
 Beweis:
 Sind a und p nicht teilerfremd, so gibt es ein d " R \ (R# * {0}) mit d | a und d | p . NachSatz 58.7b) ist p irreduzibel; also folgt aus du = p wegen d /" R# : u " R# . Damit sind d und passoziiert, d. h. d = u"1 p . Aus d | a , d. h. d w = a fur w " R , folgt dann: u"1 w p = a , alsogilt: p | a . "
 58.17 Folgerung
 Je zwei Primelemente in einem Integritatsring sind entweder assoziiert oder teilerfremd.
 58.18 Satz
 Es sei R ein Integritatsring. Dann sind aquivalent:
 a) R ist ein Gauß’scher Ring.
 b) R ist ein faktorieller Ring.
 c) Jedes r " R \ (R# * {0}) ist ein endliches Produkt von irreduziblen Elementen, und jedesirreduzible Element ist auch ein Primelement.
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 Beweis zu Satz 58.18:
 ”a) $ c)“: Es ist nur zu zeigen, daß irreduzible Elemente Primelemente sind. Sei dazu a " Rirreduzibel und a ein Teiler von u v , d. h. u v = a r mit r " R .Ist u (bzw. v) eine Einheit, dann teilt a den Faktor v (bzw. u). Sindu, v /" R# * {0} , so ist auch r /" R# * {0} (sonst ware a nicht irreduzibel). Dannkonnen wir u, v, r als Produkt von irreduziblen Elementen darstellen, etwa
 u = u1 ·u2 ·. . .·un , v = v1 ·v2 ·. . .·vm , r = r1 ·r2 ·. . .·rk mit irreduziblen ui, vj , rl .
 Dann folgt:
 u1 · u2 · . . . · un · v1 · v2 · . . . · vm = a · r1 · r2 · . . . · rk .
 Da nun alle Faktoren irreduzibel sind, liefert die Eindeutigkeit (bis auf Reihen-folge und Multiplikation mit Einheiten) der Zerlegung: a = . ui oder a = .! vj
 fur ein i " {1, 2, . . . , n} bzw. ein j " {1, 2, . . . ,m} und ., .! " R# .Daraus folgt: a |u oder a | v . Also ist a ein Primelement.
 ”c) $ a)“: Es muß bloß die Eindeutigkeit der Faktorisierung gezeigt werden. Sei dazu mitirreduziblen pi und qj : p1 · p2 · . . . · pk = q1 · q2 · . . . · ql . (2)Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei k ' l . Nach Voraussetzung sind diepi und qj Primelemente. Diese Eigenschaft wird verwendet.Wegen p1 | q1 · q2 · . . . · ql teilt p1 wenigstens einen Faktor qm fur mindestens einm " {1, 2, . . . , l} . Wir wahlen einen davon aus und numerieren die qj so um, daßgilt: p1 | q1 . Nach Folgerung 58.17 sind p1 und q1 assoziiert, d. h. q1 = .1 p1 mit.1 " R# . Durch Kurzen erhalten wir aus (2): p2 · . . . · pk = .1 · q2 · . . . · ql .Wiederholen wir obige Uberlegung insgesamt k-mal, so folgt mit pi = .i q"(i) furalle 1 ' i ' k und % " Sl :
 1 = .1 · .2 · . . . · .k · q"(k+1) · q"(k+2) · . . . · q"(l) .
 Ware nun k < l, dann ergabe sich: q"(k+1) ·q"(k+2) ·. . .·q"(l) " R# im Widerspruchzu qj /" R# fur alle 1 ' j ' l .
 ”b) $ c)“: Jedes r " R \ (R# * {0}) ist nach Voraussetzung endliches Produkt von Primele-menten, also von irreduziblen Elementen (vgl. Satz 58.7b). Ist q irreduzibel undq = p1 · p2 · . . . · pk mit Primelementen pi , so lieferte k . 2 , daß mindestens einFaktor eine Einheit ist im Widerspruch zu pi /" R# . Also ist k = 1 und damitq = p1 ein Primelement.
 ”c) $ b)“: ist trivial wegen Definition 58.9. !"
 58.19 Satz
 Jeder Hauptidealring R ist ein Gauß’scher Ring.
 Beweis:
 Wegen Satz 58.18 genugt es zu zeigen, daß jedes r " R \ (R# * {0}) endliches Produkt vonirreduziblen Elementen ist. Angenommen, es existierte doch ein r " R \ (R# * {0}) , das sich
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 nicht als endliches Produkt von irreduziblen Elementen darstellen laßt. Dann ist r reduzibel;also gibt es d1, d2 " R \ (R# * {0}) mit r = d1 d2 .Damit gilt: (r) (
 "=(d2). (Ware namlich (d2) = (r), so waren r und d2 assoziiert, d. h. r = . d2 mit
 . " R# . Daraus folgt aber wegen r = d1 d2 = . d2 : d1 = . " R# im Widerspruch zu d1 /" R# .)Wenigstens einer der Faktoren d1, d2 , etwa d2 , ist kein endliches Produkt von irreduziblenElementen; also existieren d3, d4 " R \ (R# * {0}) mit d2 = d3 d4 und (d2) ("= (d4) . So weiterfortfahrend erhielten wir eine aufsteigende Folge von Idealen (r) ( (d2) ( (d4) ( (d6) ( . . . ,die nicht stationar wird im Widerspruch zu Satz 58.10. "
 58.20 Definition
 Ein Integritatsring R heißt euklidisch, wenn es eine Abbildung grad: R \ {0}! INgibt mit der folgenden Eigenschaft:
 Sind a, b " R mit b &= 0, dann gibt es einen ”Quotienten“ q " R und einen ”Rest“ r " Rderart, daß a = q · b + r gilt, wobei entweder r = 0 oder grad r < grad b ist.
 58.21 Beispiele
 a) ZZ bildet mit grad z := |z| einen euklidischen Ring.
 b) Es sei85 ZZ [i] := { a+b i | a, b " ZZ } ( C . Man rechnet leicht nach, daß ZZ [i] einen Un-terring von C bildet (vgl. Ubungsaufgabe 55–2). Dieses ZZ [i] heißt Ring der ganzen Gauß-schen Zahlen86 und ist sogar ein Integritatsring. Wir definieren als Grad–Funktion (nachDefinition 58.20) die Abbildung N : ZZ [i] \ {0}! IN mit
 N(a + b i) := a2 + b2 ;
 dann ist N multiplikativ, d. h.
 N((a + b i) (c + d i)) = N(a + b i) N(c + d i)
 wegen N(z) = |z|2 = z z fur z " C .Seien nun a + b i , c + d i " ZZ [i] mit c2 + d2 &= 0 ; dann gilt:
 a + b i
 c + d i=
 (a + b i) (c+ d i)c2 + d2
 =ac + bd
 c2 + d2+
 bc+ ad
 c2 + d2i .
 Es gibt dann e, f " ZZ und v, w " IR mit |v| ' 12 und |w| ' 1
 2 derart, daß
 ac + bd
 c2 + d2= e + v und
 bc+ ad
 c2 + d2= f + w
 gilt. Mit q := e + f i und r := (c + d i) (v + w i) erhalten wir:
 a + b i = q (c + d i) + r .
 85Sprechweise:”ZZ adjungiert i“
 86Man stelle sich die Elemente aus ZZ [i] anschaulich als ganzzahlige Gitterpunkte der Gauß’schen Zahlenebenemit reeller x–Achse und imaginarer y–Achse vor.
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 Wegen q " ZZ [i] ist auch r = (a + b i)+ q (c + d i) " ZZ [i] . Ferner gilt:
 N(r) = N(c + d i) N(v + w i) = (c2 + d2) (v2 + w2)
 ' 12
 (c2 + d2) < N(c + d i) .
 Also ist ZZ [i] ein euklidischer Ring.
 58.22 Satz
 Ist R ein euklidischer Ring, so ist R ein Hauptidealring (und damit auch ein Gauß’scher Ring).
 Beweis:
 Es sei a &= (0) ein Ideal in R . Dann ist { grad a | 0 &= a " a } &= ! und besitzt als Teilmenge vonIN ein kleinstes Element; dies sei grad b . Wir zeigen, daß a = (b) gilt. Ist nun x " a beliebig,so gilt nach Definition 58.20: x = q b + r mit r = 0 oder grad r < grad b . Mit x " a undb " a ist auch r = x+ q b " a ; also ist r &= 0 wegen grad r < grad b nicht moglich. Und r = 0liefert: x = q b , d. h.: a = (b) . "
 58.23 Bemerkungen
 (i) R euklidisch $ R Hauptidealring$ R ZPE–Ring.
 Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.
 (ii) In einem euklidischen Ring R ist der sogenannte euklidische Algorithmus, als konstruktivesVerfahren zur Berechnung des ggT(a1, a2) " R , durchfuhrbar:Seien dazu a1, a2 " R ; ist a1 kein Vielfaches von a2 , so gibt es q1, a3 " R , a3 &= 0 mit
 a1 = q1 · a2 + a3 mit grad a3 < grad a2 .
 Teilen wir a2 durch a3 , so ergibt sich weiter:
 a2 = q2 · a3 + a4 mit grad a4 < grad a3 oder a4 = 0 .
 Fahren wir so weiter fort, dann ergibt sich schließlich:
 am"1 = qm"1 · am + am+1 mit grad am+1 < grad am
 undam = qm · am+1 .
 Ist dabei am+2 = 0 , so sind alle Reste a3, a4, . . . , am+1 von Null verschieden. Nun gilt:
 am+1 = ggT(a1, a2) .
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 Beweis zu Bemerkung 58.23(ii):
 Wir zeigen den Algorithmus in Matrizen–Schreibweise:#
 qi 11 0
 $
 ·#
 ai+1
 ai+2
 $
 =#
 ai
 ai+1
 $
 fur alle 1 ' i ' m .
 Setzen wir
 A :=m-
 i=1
 #qi 11 0
 $
 ,
 so ergibt sich:
 A ·#
 am+1
 0
 $
 =#
 a1
 a2
 $
 .
 Also ist a1 " R am+1 sowie a2 " R am+1 und damit (a1, a2) ( (am+1). Da jede Matrix der Form#q 11 0
 $
 im Matrizenring Mat(2, 2;R) ein inverses Element besitzt, namlich#
 0 11 +q
 $
 , hat
 auch A ein Inverses, das wir wie ublich mit A"1 bezeichnen. Dann ist#
 am+1
 0
 $
 = A"1 ·#
 a1
 a2
 $
 .
 Daraus folgt: am+1 " R a1 + R a2 = (a1, a2) .Daher gilt also: (am+1) = (a1, a2) , und Satz 58.12 liefert die Behauptung. "
 58.24 Hilfssatz
 Es seien p " IN# eine Primzahl und k " ZZ mit ggT(k, p) = 1 und k p = x2 + y2 fur x, y " ZZ .Dann gibt es a, b " ZZ mit p = a2 + b2 .
 Beweis:
 Wir zeigen, daß p in ZZ [i] kein Primelement ist. Angenommen, es ware p doch ein Primelementin ZZ [i] . Wegen x2 + y2 = (x + i y) (x+ i y) = kp gilt: p |x + i y oder p |x+ i y . Im ersten Fallfolgt: x + i y = p (u + i v) = pu + i pv , d. h.: x = pu und y = pv . Dann gilt: p |x+ i y ; alsoteilt p2 das Produkt (x + i y) (x+ i y) = x2 + y2 = kp . Damit teilt p auch k im Widerspruch zuggT(k, p) = 1 . Entsprechend liefert auch der zweite Fall p |x+ i y einen Widerspruch.Somit gilt in ZZ [i] : p = (a + i b) (c + i d) (2)mit Nichteinheiten a + i b und c + i d . Nun ist a + i b genau dann eine Einheit in ZZ [i] , wenna2 + b2 = 1 ist. Also gilt hier: a2 + b2 &= 1 und c2 + d2 &= 1 . Aus (2) folgt dann:p2 = p p = (a2 + b2) (c2 + d2) , d. h.: p = a2 + b2 wegen a2 + b2 &= 1 &= c2 + d2 . "
 58.25 Hilfssatz
 Ist die Primzahl p " IN# von der Form p = 4m + 1 mit m " IN# , so gibt es ein x " ZZ mit
 x2 0 +1 (mod p) , d. h. x2 + 1 = kp mit k " IN# .
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 Beweis zu Hilfssatz 58.25:
 Wir setzen x := 1 ·2 ·3 · . . . · p"12 ; dann ist p"1
 2 gerade, also ist auch x = (+1) ·(+2) ·(+3) ·(+ p"12 )
 gerade. Damit folgt wegen +k 0 +k + p (mod p) :
 x2 0 1 · 2 · 3 · . . . · p+ 12
 · (p+ 1) · (p+ 2) · . . . ·,p + 1
 2
 .(mod p) = (p+ 1)! (mod p)
 0 (p+ 1) (mod p) 0 +1 (mod p)
 nach dem Satz von Wilson87 aus Ubungsaufgabe 44–2. "
 58.26 Satz (nach Fermat)
 Ist die Primzahl p " IN# von der Form p = 4m + 1 mit m " IN# , so existieren a, b " ZZ mitp = a2 + b2 .
 Beispiele fur Primzahlen p = 4m + 1 mit p = a2 + b2 :5 = 12 + 22
 13 = 22 + 32
 17 = 42 + 12
 29 = 52 + 22
 37 = 62 + 12
 41 = 52 + 42
 ......
 Beweis zu Satz 58.26:
 Nach dem Hilfssatz 58.25 existiert ein x " ZZ mit x2 0 +1 (mod p) , d. h. x2 + 1 = kp mitk " IN# . Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann x " {0, 1, 2, . . . , p+1} gewahlt werden.Wir konnen sogar 0 ' x ' p
 2 annehmen. Ist namlich y " ZZ mit p2 < y ' p+1 und y2 +1 = kp ,
 so setzen wir x := p + y ; dann ist x2 0 y2 (mod p) und 0 ' x ' p2 . Aus x2 + 1 = kp mit
 k " IN# und 0 ' x ' p2 folgt: kp ' p2
 4 + 1 < p2 , d. h. k < p . Damit sind k und p teilerfremd.Und Hilfssatz 58.24 liefert die Behauptung. "
 § 59 Polynomringe
 Wir setzen nunmehr generell voraus, daß R ein kommutativer Ring mit 1 &= 0 ist.
 59.1 Definition
 Es sei R[[X]] := Abb(IN, R) ; wir definieren eine Addition und eine Multiplikation auf R[[X]]durch
 (f + g)(m) := f(m) + g(m)
 und (f · g)(m) :=m0
 k=0
 f(k) · g(m+ k)
 =0
 k+l=m
 f(k) · g(l)
 C55555D
 55555E
 fur alle f, g " Abb(IN, R) und m " IN .
 87John Wilson, englischer Mathematiker und Jurist (!06.08.1741, †18.10.1793)
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 59.2 Satz und Definition
 Die in Definition 59.1 eingefuhrte Addition und Multiplikation macht R[[X]] zu einem kommu-tativen Ring mit Einselement e : IN ! R , wobei e(0) = 1 und e(m) = 0 ist fur alle m " IN# .Und R[[X]] heißt Ring der formalen Potenzreihen oder kurz: Potenzreihenring. Die Elementevon R[[X]] heißen mithin formale Potenzreihen.
 59.3 Bemerkung
 Definieren wir " : R ! R[[X]] durch "(r) := fr mit fr(0) = r und fr(m) = 0 fur allem " IN# , d. h. in Kurzschreibweise: "(r) = (r, 0, 0, 0, . . . ) , so ist " ein Ring–Monomorphismus.Daher konnen wir R auch als Unterring von R[[X]] auffassen.
 Wir betrachten X " Abb(IN, R) mit X(1) = 1 und sonst X(m) = 0 fur alle m " IN \ {1} .Dann erhalten wir fur die Potenzen Xn von X in R[[X]] das Kronecker–Symbol:
 Xn(m) = /n,m fur n, m " IN .
 (Beweis durch vollstandige Induktion nach n : Fur n = 0 ergibt sich sofort: X0 = e ; furn = 1 ist X1 = X . Dann folgt mit n ! n+1 :
 Xn+1(m) = (X Xn)(m)
 =m0
 k=0
 X(k)Xn(m+ k)
 =m0
 k=0
 /1,k Xn(m+ k)
 = Xn(m+ 1)= /n,m"1
 = /n+1,m .
 ")Fur r " R erhalten wir weiter:
 ("(r)Xn)(m) =m0
 k=0
 "(r)(k)Xn(m+ k)
 =m0
 k=0
 Xn(k) "(r)(m+ k)
 = r Xn(m) ,
 d. h.: ("(r)Xn)(0, 1, 2, . . . ) = (0, 0, . . . , 0, r, 0, 0, . . . )9
 (n + 1)-te Stelle
 .
 Ist nun f " R[[X]] beliebig mit f(m) = fm " R fur alle m " IN , so gilt fur jedes n " IN :
 f =n0
 k=0
 "(fk) Xk + gn+1
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 mit gn+1(0, 1, 2, . . . ) :=
 (n + 1)-te Stelle
 <(0, 0, . . . , 0, fn+1, fn+2, . . . ) . Identifiziert man "(fk) mit fk , dann
 schreibt man abkurzend fur eine formale Potenzreihe f " R[[X]] :
 f =*0
 k=0
 fk Xk .
 Wegen "(1) = e schreibt man haufig auch 1 anstelle von e = X0 . In dieser Form heißen dieElemente fk " R die Koe!zienten von f .Ist a ein Ideal in R , so bezeichne a[[X]] die Menge der formalen Potenzreihen mit Koeffizientenin a. Dann ist a[[X]] ein Ideal in R[[X]] .
 59.4 Satz und Definition
 Es sei
 R[X] :=;
 f =*0
 k=0
 fk Xk " R[[X]]222 es gibt ein n = n(f) " IN mit fk = 0 fur alle k > n
 <.
 Dann ist R[X] ein Unterring von R[[X]] . Und R[X] heißt Polynomring uber R in der Unbe-stimmten X; die Elemente von R[X] nennt man Polynome (in X ) mit Koeffizienten in R.
 Beweis:
 Sind f =*1
 k=0fk Xk mit fk = 0 fur alle k > m und g =
 *1
 k=0gk Xk mit gk = 0 fur alle k > n .
 Dann ist
 f + g =*0
 k=0
 (fk + gk) Xk mit fk + gk = 0 fur alle k > max{m, n}
 sowie
 f · g =*0
 k=0
 hk Xk mit hk =k0
 j=0
 fj gk"j = 0 fur alle k > m + n .
 "
 59.5 Bemerkung
 Es ist f " R[X] genau dann das Nullpolynom, wenn fur alle Koeffizienten fk von f gilt:
 fk = 0 . Gilt fur ein f =*1
 k=0fk Xk " R[X] fur alle k > m : fk = 0 , so schreiben wir:
 f =m0
 k=0
 fk Xk .
 Ist R Unterring eines Ringes S derart, daß die Einselemente von R und S ubereinstimmen, d. h.:1R = 1S , dann definieren wir fur ein x " S die Abbildung
 Φx : R[X] ! S durch Φx(f) :=m0
 k=0
 fk xk mit f =m0
 k=0
 fk Xk .
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 Ist weiter g =n1
 k=0gk Xk " R[X] , so gilt:
 Φx(f + g) =max{m,n}0
 k=0
 (fk + gk) xk = Φx(f) + Φx(g)
 und Φx(f · g) =m+n0
 k=0
 , k0
 j=0
 fj gk"j
 .xk = Φx(f) · Φx(g) .
 Also ist Φx ein Ring–Homomorphismus mit
 Φx(X) = Φx(1R · X) = 1R · x = 1S · x = x ;
 und Φx heißt Einsetz–Homomorphismus.
 Es gilt: ImΦx =; m1
 k=0fk xk
 222 m " IN - f0, f1, . . . , fm " R<
 fur ein x " S , dabei ist Im Φx
 der kleinste Unterring von S , der R und x enthalt. Deshalb schreibt man auch R[x] anstellevon Im Φx . Und R[x] entsteht aus R durch Ring–Adjunktion der Elemente x. In diesem Sinneheißt das Polynom X Unbestimmte, da man eine Festlegung erst spater vornimmt. Als Beispielfur diesen Prozeß haben wir in Beispiel 58.21b) bereits ZZ [i] kennengelernt.
 59.6 Definition
 a) Die Abbildung grad: R[X] \ {0}! IN , definiert durch
 grad f := max;
 k " IN222 fk &= 0 fur f =
 *0
 k=0
 fk Xk<
 ,
 heißt die Grad–Funktion auf R[X]. Und grad f heißt der Grad des Polynoms f .
 b) Ist f =n1
 k=0fk Xk ein Polynom vom Grad n (uber R ), so heißt fn =: HK(f) der Leitkoe!-
 zient oder Hochstkoe!zient von f . Ist HK(f) = 1 , dann nennt man f auch normiert.
 59.7 Satz
 Es seien f, g " R[X] \ {0} zwei Polynome. Dann gelten die Aussagen:
 a) Es ist f + g = 0 oder f + g &= 0 mit grad(f + g) ' max{grad f, grad g} .
 b) Es ist f · g = 0 oder f · g &= 0 mit grad(f · g) ' grad f + grad g .
 c) Ist HK(f) · HK(g) &= 0 , so ist f · g &= 0 mit HK(f · g) = HK(f) · HK(g) , und es gilt:grad(f · g) = grad f + grad g .
 Beweis:
 Die Aussagen a) und b) folgen direkt aus dem Beweis zu Satz 59.4, ebenso Teil c). ! "
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 59.8 Folgerungen
 a) Der Polynomring R[X] ist genau dann ein Integritatsring, wenn R ein Integritatsring ist.
 b) Ist R ein Integritatsring, so gilt: R[X]# = R# .
 c) Polynomringe sind niemals Korper.
 Beweis:
 zu a):
 ”$“: ist klar. !
 ”%“: Sind f, g " R[X]\{0}, so ist HK(f) &= 0 und HK(g) &= 0, also HK(f)·HK(g) &= 0.Dann liefert Satz 59.7c) die Behauptung.
 zu b): Es gilt: f " R[X]# %$ 5g$R[X] mit f · g = 1 .Daraus folgt: 0 = grad1 = grad(f ·g) = grad f +grad g . Wegen grad f, grad g " INergibt sich also: grad f = grad g = 0 , d. h.: f, g " R und damit: f " R# .Die Umkehrung ist trivial. !
 zu c): Nach Definition 57.1 und Teil b) gilt:R[X] Korper %$ R[X] \ {0} = R[X]# = R# .
 "
 59.9 Bemerkung
 Ist R ein Integritatsring, so ist R[X] ebenfalls ein Integritatsring. Der gemaß Satz 25.3 (inLineare Algebra I) gebildete Quotientenkorper
 R(X) :=FGf
 g
 H 2222 f, g " R[X] mit g &= 0I
 heißt Korper der rationalen Funktionen uber R in der Unbestimmten X.
 59.10 Satz
 Ist R[X] ein Hauptidealring, so ist R ein (kommutativer) Korper.
 Beweis:
 Wir betrachten den Einsetz–Homomorphismus Φ0 : R[X] ! R mit Φ0
 , m1
 k=0fk Xk
 .= f0 . Der
 Homomorphiesatz 56.5c) liefert: R[X]/Ker Φ0,= Φ0(R[X]) = R . Als Hauptidealring ist R[X]
 bereits ein Integritatsring, also auch R und damit R[X]/Ker Φ0 ebenfalls.Nach Satz 58.2 ist somit Ker Φ0 ein Primideal in R[X] . Gemaß Satz 58.8 ist dann Ker Φ0 imHauptidealring R[X] maximal. Und Folgerung 57.15 liefert schließlich, daß R[X]/Ker Φ0 einKorper ist. "
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 59.11 Satz (Division mit Rest)
 Es seien f, g " R[X] mit HK(g) " R# ; dann existieren eindeutig bestimmte q, r " R[X] derart,daß gilt:
 f = q · g + r mit r = 0 oder grad r < grad g .
 Beweis:
 (Vgl. hierzu auch den Beweis zu Satz 20.2 in Lineare Algebra I.)Ist f = 0 , so gilt einfach: f = 0 · g + 0 .
 Wir zeigen fur f &= 0 die Existenz von q und r durch vollstandige Induktion nach grad f :Ist grad f = 0 , so ist f " R ; ist auch grad g = 0 , so ist g = g0 = HK(g) " R# . Mit q = f g0
 "1
 und r = 0 folgt dann die Behauptung. Ist grad g > grad f , so setzen wir q = 0 und r = f . !Sei nun grad f . 1 . Im Falle grad g > grad f wahle wieder q = 0 und r = f . Ist grad g = 0 ,so setze q = f g0
 "1 und r = 0 . Sei jetzt aber grad f . grad g . 1 , etwa f =m1
 k=0fk Xk und
 g =n1
 k=0gk Xk mit gn = HK(g) " R# . Wir definieren
 3f1 := f + fm gn"1 Xm"n g .
 Dann ist 3f1 =m1
 k=0hk Xk mit hm = fm + fm gn
 "1 gn = 0 , also 3f1 = 0 oder grad 3f1 < grad f .
 Im zweiten Falle gibt es nach Induktionsvoraussetzung q1, r1 " R[X] mit 3f1 = q1 · g + r1 , wobeir1 = 0 oder grad r1 < grad g gilt. Durch Einsetzen erhalten wir dann:
 f = 3f1 + fm gn"1 Xm"n g
 = (q1 + fm gn"1 Xm"n) g + r1
 mit r1 = 0 oder grad r1 < grad g .
 Zur Eindeutigkeit der Zerlegung:Angenommen, es ware f = q · g + r = q! · g + r! , d. h. (q + q!) g = r! + r . Ist r! &= r , d. h.(q + q!) g &= 0 , so liefert Satz 59.7:
 grad(r! + r) = grad(q + q!) + grad g .
 Wegen grad(r! + r) < grad g ist dies ein Widerspruch. Also ist r = r! und damit q = q! . "
 59.12 Satz
 Folgende Aussagen sind fur einen kommutativen Ring R mit 1 &= 0 aquivalent:
 a) R ist ein Korper.
 b) R[X] ist ein Hauptidealring.
 c) R[X] ist ein euklidischer Ring.
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 Beweis zu Satz 59.12:
 ”a) $ c)“: Ist R ein Korper, so ist fur jedes g " R[X] \ {0} der HochstkoeffizientHK(g) " R# = R \ {0} . Dann liefert Satz 59.11 die Behauptung. !
 ”c) $ b)“: Satz 58.22. !
 ”b) $ a)“: Satz 59.10. !"
 59.13 Beispiel
 Wir betrachten X3 + 2X2 + 1 " ZZ [X] und X2 + 1 " ZZ [X] ; dann gilt nach Satz 59.11:
 X3 + 2X2 + 1 = (X + 2) · (X2 + 1) + (X + 3) ,
 und man erhalt X + 2 bzw. X + 3 nach dem ublichen Divisionsalgorithmus:
 (X3 + 2X2 + 1) : (X2 + 1) = X + 2+ (X3 + X)
 2X2 + X + 1+ (2X2 + 2)
 X + 3
 59.14 Bemerkung
 Wir betrachten die Situation aus Bemerkung 59.5. Fur ein f " R[X] definieren wir 3f : S ! Sdurch
 3f(x) := Φx(f) ;
 dann ist 3f eine Polynomabbildung auf S mit Koeffizienten aus R . Ist R = S ein Korper derCharakteristik charR &= 0 , so kann f " R[X] \ {0} und 3f(r) = 0 fur alle r " R sein. Es istzum Beispiel fur R = ZZ2 :
 f = X2 +X " ZZ2[X] \ {0}
 und 3f(0) = 0 sowie 3f(1) = 0 , d. h. 3f(r) = 0 fur alle r " ZZ2 (vgl. Bemerkung 19.9 ausLineare Algebra I).
 Ist R = S ein kommutativer Ring mit 1 &= 0 , so bezeichnet man mit Π(R) im allgemeinen denRing der Polynomabbildungen auf R, d. h.:
 Π(R) :=;f " Abb(R,R)
 222 f(x) =m0
 k=0
 ak xk mit m " IN und a0, a1, a2, . . . , am " R 4x$R
 <.
 Wann ist nun Π(R) ,= R[X] ?
 59.15 Definition
 Wir betrachten zwei kommutative Ringe R und S mit 1R = 1S , R ( S sowie 1R &= 0R . EinElement a " S heißt Nullstelle oder Wurzel von f " R[X] , wenn Φa(f) = 0 gilt.
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 59.16 Satz
 Es seien R ein Integritatsring und f " R[X] mit n = grad f . Dann besitzt f hochstens nverschiedene Nullstellen in R ; und fur jede Nullstelle a " R ist (X + a) ein Teiler von f .
 Beweis:
 Sei Φa(f) = 0 ; nach Satz 59.11 gibt es dann zu f und g = X + a Polynome q, r " R[X] mitf = q · g + r , wobei r = 0 oder grad r < grad g = 1 , d. h. r = 0 oder grad r = 0 . Also iststets r " R . Durch den Einsetz–Homomorphismus folgt:
 0 = Φa(f) = Φa(q) · Φa(g) + Φa(r) = r ; also ist f = q · g .Ist b &= a eine weitere Nullstelle von f , so folgt:
 0 = Φb(f) = Φb(q) · Φb(g) = Φb(q) · (b+ a) .Wegen b &= a ist Φb(q) = 0 . Es ist grad q = n + 1 . Sind nun a1, a2, . . . , as " R paarweiseverschiedene Nullstellen von f , so zeigt man mit vollstandiger Induktion:
 f = qs · (X + a1) · (X + a2) · . . . · (X + as) mit qs " R[X] .Wegen s ' grad f folgt daraus die Behauptung. "
 59.17 Satz
 Ist R ein Integritatsring mit |R| = ) , so ist R[X] isomorph zu Π(R) .
 Beweis:
 Betrachte F : R[X] ! Π[R] mit F (f) := 3f , d. h. F (f)(x) = 3f(x) = Φx(f) . Dann ist F einHomomorphismus. Und F ist surjektiv. Wir zeigen, daß F auch injektiv, d. h. KerF = {0}ist. Sei dazu f " Ker F , also Φx(f) = 0 fur alle x " R . Ware nun f &= 0 , so ergabe sich einWiderspruch zu Satz 59.16. "
 59.18 Satz
 Es sei K ein kommutativer Korper und G eine endliche Untergruppe von K# = K \ {0} . Dannist G zyklisch.
 Beweis:
 Sei |G| = n und n = p1k1 · p2
 k2 · . . . · prkr die Primfaktorzerlegung von n . Nach Satz 48.1 laßt
 sich G als (inneres) direktes Produkt ihrer Sylow–Untergruppen G1, G2, . . . , Gr mit |Gi| = piki
 darstellen. Gemaß Satz 45.7 genugt es nun zu zeigen, daß jedes Gi zyklisch ist. Sei dazu der Indexi " {1, 2, . . . , r} fest und U := Gi . Ist x " U , so ist ordx = pi
 jx mit jx " {0, 1, 2, . . . , ki} . DaU endlich ist, existiert ein a " U mit api
 j = 1 und j = max{jx | x " U} . Dann gilt fur allex " U : xpi
 j = 1 . Damit sind alle x " U Nullstellen von Xpij + 1 " K[X] . Nach Satz 59.16
 hat U nun hochstens pij verschiedene Elemente. Also ist <a> = U = Gi . "
 59.19 Folgerung
 Ist der Korper K endlich, so ist seine Einheitengruppe K# = K \ {0} zyklisch.Speziell ist ZZ #p (mit p prim) eine zyklische Gruppe.
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Kapitel XIV
 Rekursive Techniken
 Aus Satz 53.4 kennen wir bereits die Rekursionsformel
 S(n, k) = S(n+ 1, k + 1) + k · S(n+ 1, k) .
 Ebenfalls ist uns zum Beispiel die rekursive Definition der Fibonacci–Zahlen bekannt (sonst sieheetwa Beispiel 61.3):
 /F0 = F1 = 1 ,Fn+2 = Fn+1 + Fn 4n'0 .
 Ist nun eine Folge (un)n'0 gegeben, so bilden wir eine formale Potenzreihe
 U :=*0
 n=0
 un Xn " R[[X]]
 und versuchen durch Kenntnis spezieller Potenzreihen, die Koeffizienten un " R von U explizitanzugeben.
 § 60 Partialbruchzerlegung
 60.1 Satz
 Ist K ein kommutativer Korper, so existiert zu B :=*1
 k=0bk Xk " K[[X]] genau dann ein inverses
 Element, wenn b0 &= 0 gilt.
 Beweis:
 ”$“: Ist U =*1
 k=0uk Xk " K[[X]] mit B · U = 1 , so folgt: b0 u0 = 1 und damit: b0 &= 0 .
 320
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 ”%“: Gilt: b0 &= 0 , so ist ein U =*1
 k=0uk Xk " K[[X]] gesucht mit B · U = 1 , d. h.:
 b0 u0 = 1b0 u1 + b1 u0 = 0
 b0 u2 + b1 u1 + b2 u0 = 0...
 ...k0
 j=0
 bj uk"j = 0 .
 Bestimme dann un rekursiv aus:
 u0 =1b0
 , u1 = + 1b0
 b1 u0 , u2 = + 1b0
 · (b1 u1 + b2 u0) , . . . , uk = + 1b0
 ·k0
 j=1
 bj uk"j .
 "
 60.2 Beispiel
 Es gilt: (1+X)"1 =*1
 k=0Xk " ZZ [[X]] ; hier ist b0 = 1 &= 0 , b1 = +1 und bk = 0 fur alle k . 2 .
 Nach Satz 60.1 existiert dann ein inverses Element in IR[[X]] . Aus (1+X) ·*1
 k=0uk Xk = 1 folgt:
 u0 = 1u1 + u0 = 0u2 + u1 = 0
 ...uk + uk"1 = 0 fur k " IN# ,
 d. h.: u0 = u1 = u2 = . . . = 1 .
 60.3 Satz
 Gegeben seien ein kommutativer Korper K und Polynome P,Q " K[X] derart, daß gilt:
 (i) gradP < gradQ ,
 (ii) Q = S · T mit teilerfremden S, T " K[[X]] ,
 (iii) Q besitze in K[[X]] ein inverses Element.
 Dann existieren Polynome F,G " K[X] mit
 P · Q"1 = F · S"1 + G · T"1 " K[[X]] ,
 wobei F = 0 oder gradF < gradS ist und G = 0 oder gradG < gradT ist.
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 Beweis zu Satz 60.3:
 Seien p0, q0, s0, t0 die ”Absolutglieder“ von P,Q, S, T . Fur einen Korper K ist mit Satz 59.12K[X] sowohl ein euklidischer Ring als auch ein Hauptidealring. Aus q0 = s0 t0 folgt wegenq0 &= 0 nach Satz 60.1, daß auch S und T invertierbar sind. Gemaß Folgerung 58.14 existierenf, g " K[X] mit f · T + g · S = 1 . Durch Multiplikation mit P folgt:
 P = (P · f) · T + (P · g) · S =: f · T + g · S .
 Der euklidische Algorithmus aus Bemerkung 58.23(ii) liefert:
 f = q · S + F mit F = 0 oder gradF < gradS .
 Und Einsetzen in die obige Gleichung ergibt:
 P = (q · S + F ) · T + g · S= (q · T + g) · S + F · T=: F · T + G · S .
 Im Falle F = 0 gilt dann: P = G · S , d. h.: P · Q"1 = G · T"1 undgrad(G · S) = gradP < gradQ = grad(S · T ) , woraus weiter gradG < gradT folgt.Im Falle gradF < gradS erhalt man aus gradP < gradQ und grad(F · T ) < grad(S · T )wegen G · S = P + F · T :
 grad(G · S) = grad(P + F · T ) ' max { gradP , grad(F · T )} < gradQ = grad(S · T ) ,
 also: gradG < gradT oder eben: G · S = 0 , d. h.: G = 0 . "
 60.4 Bemerkungen
 (i) Die Polynome F und G aus Satz 60.3 sind eindeutig bestimmt.
 (ii) Sind P,Q " K[X] mit gradP < gradQ , und ist Q = Q1m1 · Q2
 m2 · . . . · Qkmk
 ”die“Faktorisierung von Q mit paarweise verschiedenen irreduziblen Polynomen Qi " K[X] ,so liefert mehrmalige Anwendung von Satz 60.3 die Darstellung:
 P
 Q=
 H1
 Q1m1
 +H2
 Q2m2
 + . . . +Hk
 Qkmk
 mit Hi " K[X] und gradHi < gradQimi fur alle 1 ' i ' k . Man spricht dann von ”der“
 Partialbruchzerlegung von PQ .
 (iii) Ist speziell Qi = X + ai mit ai " K fur alle 1 ' i ' k , so gilt:
 P
 Q=
 k0
 i=1
 Hi
 (X + ai)mimit gradHi < mi .
 Sukzessive Anwendung des euklidischen Algorithmus liefert dann:
 Hi = (X + ai) · qi1 + +1mi
 qij = (X + ai) · qi,j"1 + +i,mi"j+1 fur 2 ' j ' mi
 mit +ij " K fur 1 ' j ' mi und qij " K[X] .
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 Daraus folgt:
 Hi = +imi + +i,mi"1(X + ai) + +i,mi"2(X + ai)2 + . . . + +i1(X + ai)mi"1 ,
 also:Hi
 (X + ai)mi=
 mi0
 j=1
 +ij
 (X + ai)j.
 60.5 Beispiel
 Bestimme die Partialbruchzerlegung von1
 X4 + 1" ZZ3[[X]] .
 Zuerst ist die Faktorisierung von X4 + 1 = Q zu berechnen. Ließe sich Q nun faktorisieren miteinem ”Linearfaktor“ (X + a) fur a " ZZ3 , so ware (X + a) ein Teiler von Q . Dies ist aquivalentdazu, daß a eine Nullstelle von Q ware (vgl. Satz 59.16). Wegen
 3Q(0) = 1 , 3Q(1) = 2 , 3Q(2) = 2
 existiert jedoch keine Nullstelle in ZZ3 . Also gibt es hochstens eine Faktorisierung der Form
 Q = (X2 + A X + B) · (X2 + C X + D)
 mit Koeffizienten A, B,C, D " ZZ3 . Und Koeffizientenvergleich liefert:
 B D = 1 (I)A D + B C = 0 (II)
 B + D + A C = 0 (III)A + C = 0 (IV)
 Daraus folgt: A(IV)= +C und B
 (I)= D &= 0 . Im Falle B = D = 1 folgte: 0 (III)= 2 + A C ,d. h.: A C = 1 im Widerspruch zu A = +C . Es bleibt somit nur der Fall B = D = 2 ; darausergibt sich: A C = 2 , dann ist A = 1 und C = 2 eine Losung, und fur Q erhalten wir:
 X4 + 1 = (X2 + X + 2) · (X2 + 2 X + 2) .
 Also gilt die Partialbruchzerlegung:
 1X4 + 1
 =F
 X2 + X + 2+
 G
 X2 + 2 X + 2
 mit F,G " ZZ3[X] und grad F < 2 sowie gradG < 2 . Der Ansatz F = A+B X , G = C +D Xmit neuen A, B,C, D " ZZ3 liefert schließlich: A = 1 , B = 1 , C = 1 und D = 2 , also:
 1X4 + 1
 =X + 1
 X2 + X + 2+
 2 X + 1X2 + 2 X + 2
 JErweitern mit 2
 =2 X + 2
 2 X2 + 2 X + 1+
 X + 22 X2 + X + 1
 .
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 60.6 Bemerkung (Der Binomialsatz fur negative Exponenten)
 Wie in Beispiel 60.2 zeigt man: (1 + X)"1 =*1
 k=0(+1)k Xk " ZZ [[X]] .
 Also ist (1 + X)"m = ((1 + X)"1)m wohldefiniert als m-faches Produkt von (1 + X)"1 imPotenzreihenring ZZ [[X]] . Durch vollstandige Induktion nach m laßt sich zeigen:
 (1 + X)"m =*0
 k=0
 (+1)k
 #m + k + 1
 k
 $
 Xk .
 Definiert man fur " " ZZ und k " IN den Binomialkoeffizienten als#
 "
 k
 $
 :=" · ("+ 1) · ("+ 2) · . . . · ("+ k+1)
 k!
 =(")k
 k!,
 so ist fur ein m " IN# und k " IN :#+m
 k
 $
 =(+m)k
 k!
 =(+m) · (+m+ 1) · (+m+ 2) · . . . · (+m+ k+1)
 k!
 = (+1)k m · (m + 1) · (m + 2) · . . . · (m + k+1)k!
 = (+1)k
 #m + k + 1
 k
 $
 .
 Also gilt fur alle m " ZZ :
 (1 + X)m =*0
 k=0
 #m
 k
 $
 Xk " ZZ [[X]] .
 § 61 Die lineare Rekursion
 61.1 Definition
 Gegeben sei ein Folge (uk)k'0 von Zahlen uk " R , wobei fortan R " {ZZ, IR, C} sei; dann heißt
 die formale Potenzreihe U =*1
 k=0uk Xk " R[[X]] die erzeugende Funktion von (uk)k'0 .
 61.2 Definition
 Ist die Folge (uk)k'0 gegeben durch u0 = c0 , u1 = c1 , u2 = c2 , . . . , un"1 = cn"1 mit ci " Rund
 un+k + a1 un+k"1 + a2 un+k"2 + . . . + an uk = 0
 fur k . 0 mit ai " R , so sagen wir, (uk)k'0 erfulle eine homogene lineare Rekursionsgleichungn-ter Ordnung.
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 61.3 Beispiel
 Die sogenannten Fibonacci–Zahlen88 erfullen eine homogene lineare Rekursionsgleichung zweiterOrdnung (siehe auch Bemerkung 61.8), namlich:
 F0 = 1 , F1 = 1 , Fk+2 + Fk+1 + Fk = 0 fur k . 0 .
 61.4 Satz
 Erfullt die Folge (uk)k'0 eine homogene lineare Rekursionsgleichung n-ter Ordnung, so gilt furihre erzeugende Funktion:
 U =P
 1 + a1 X + a2 X2 + . . . + an Xn
 mit P " R[X] und P = 0 oder gradP < n fur R " {IR, C} .
 Beweis:
 Betrachte das Produkt P := U · (1 + a1 X + a1 X2 + . . . + an Xn) =*1
 k=0pk Xk ; dann ist
 pn+k =n+k1j=0
 uj an+k"j = 0 fur alle k . 0 , also gilt: P =n"11
 k=0pk Xk . Und die Koeffizienten p0,
 p1, p2, . . . , pn"1 berechnen sich aus:
 pk =k0
 j=0
 uj ak"j , d. h. p0 = u0 a0 = c0 ,p1 = u0 a1 + u1 a0 = c0 a1 + c1 ,p2 = u0 a2 + u1 a1 + u2 a0 = c0 a2 + c1 a1 + c2
 ... usw.
 "
 61.5 Definition
 Erfullt die Folge (uk)k'0 eine homogene lineare Rekursionsgleichung n-ter Ordnung, so heißt
 n0
 j=0
 aj tn"j = 0
 mit a0 = 1 die zugehorige Hilfsgleichung.
 88Leonardo von Pisa, genannt: Fibonacci, italienischer Mathematiker und Kaufmann (!ca. 1170, †ca. 1250)
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 61.6 Bemerkung
 Wir betrachten die Hilfsgleichung in C ; dann ist C[X] mit den Polynomabbildungen Π(C)zu identifizieren (gemaß Satz 59.17). In C existieren nun s paarweise verschiedene Konstan-ten "1, "2, . . . ,"s und m1, m2, . . . ,ms " IN# mit
 n0
 j=0
 aj tn"j = (t+ "1)m1 · (t+ "2)m2 · . . . · (t+ "s)ms ,
 wobeis1
 )=1m) = n sei. Fur x &= 0 erhalten wir mit t := 1
 x die Umformungen:
 1 + "1 x + "2 x2 + . . . + "n xn = xn,an + an"1
 1x
 + an"21x2
 + . . . + a11
 xn"1+
 1xn
 .
 = xn (an + an"1 t + an"2 t2 + . . . + a1 tn"1 + tn)= xn (t+ "1)m1 · (t+ "2)m2 · . . . · (t+ "s)ms
 = xn,1x+ "1
 .m1 ·,1x+ "2
 .m2 · . . . ·,1x+ "s
 .ms
 = (1+ "1 x)m1 · (1+ "2 x)m2 · . . . · (1+ "s x)ms .
 Diese letzte Gleichung gilt fur alle x " C . Also ist
 U =P
 (1+ "1 x)m1 · (1+ "2 x)m2 · . . . · (1+ "s x)ms.
 61.7 Satz
 Erfullt (uk)k'0 eine homogene lineare Rekursionsgleichung n-ter Ordnung, und besitzt die zu-gehorige Hilfsgleichung die paarweise verschiedenen Nullstellen "1, "2, . . . ,"s mit den Vielfach-heiten m1, m2, . . . ,ms , so gilt per Einsetz–Homomorphismus Φk(P)) =: 3P)(k) :
 uk = 3P1(k) "1k + 3P2(k) "2
 k + . . . + 3Ps(k) "sk
 mit Polynomen P) " C[X] und P) = 0 oder gradP) ' m) + 1 fur alle & = 1, 2, . . . , s , d. h.:
 3P)(k) = A),0 + A),1 k + A),2 k2 + . . . + A),m#"1 km#"1 .
 Beweis:
 Nach Bemerkung 60.4(ii) gilt fur die erzeugende Funktion von (uk)k'0 :
 U =s0
 )=1
 H)
 (1+ ") X)m#
 mit H) " C[X] und gradH) < m) . Und Bemerkung 60.4(iii) liefert fur jeden Summanden(wobei wir den Index & weglassen):
 H
 (1+ " X)m=
 m0
 j=1
 +j
 (1+ " X)jmit +j " C .
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 Der Binomialsatz fur negative Exponenten ergibt wegen (1+ " X)"1 =*1
 k=0"k Xk :
 m0
 j=1
 +j
 (1+ " X)j=
 *0
 k=0
 #m0
 j=1
 +j
 #j + k + 1
 k
 $$
 "k Xk .
 Mit9j+k"1
 k
 :=
 9j+k"1j"1
 :erhalten wir weiter fur l := j + 1 :
 m0
 j=1
 +j
 (1+ " X)j=
 *0
 k=0
 #m"10
 l=0
 +l+1
 #l + k
 l
 $$
 "k Xk .
 Nun ist9k+l
 l
 := (k+l)·(k+l"1)·...·(k+1)
 l! bei festem l eine Polynomabbildung vom Grad ' l an derStelle k . Damit folgt:
 m"10
 l=0
 +l+1
 #l + k
 l
 $
 = 3P (k) mit grad 3P ' m+ 1 .
 "
 61.8 Bemerkung
 In den Anwendungen setzt man uk in der in Satz 61.7 angegebenen Form mit Koeffizientenfur die Polynome 3P) an und bestimmt aus den ”Anfangswerten“ c0, c1, c2, . . . , cn"1 (und derRekursionsgleichung) die Koeffizienten der erzeugenden Funktion.
 Als Beispiel betrachten wir nochmals die Fibonacci–Zahlenfolge (Fk)k'0 . Die zugehorige Hilfs-gleichung lautet:
 t2 + a1 t + a2 = t2 + t+ 1 = 0 .
 Wir erhalten daraus:
 t2 + t+ 1 =K
 t+ 1 +=
 52
 L·,t+ 1+
 =5
 2
 L;
 dann gilt:
 m1 = m2 = 1 , also: Fk = A1,0
 K1 +=
 52
 Lk
 + A2,0
 K1+=
 52
 Lk
 mit A),0 " C .
 Und F0 = F1 = 1 liefert: A1,0 + A2,0 = 1 sowie
 A1,01 +
 =5
 2+ A2,0
 1+=
 52
 = 1 %$ A1,0 =1 +
 =5
 2=
 5- A2,0 =
 =5+ 12=
 5.
 Damit ist
 Fk =1=5·MK1 +
 =5
 2
 Lk+1
 +K1+
 =5
 2
 Lk+1N
 fur k . 0 ,
 z. B.: F20 = 10 946 oder F50 = 20 365 011 074 .

Page 104
                        

328 KAPITEL XIV. REKURSIVE TECHNIKEN
 61.9 Definition
 Ist die Folge (uk)k'0 gegeben durch u0 = c0 , u1 = c1 , u2 = c2 , . . . , un"1 = cn"1 sowieun+k +a1 un+k"1 +a2 un+k"2 + . . .+an uk = f(k) fur k . 0 mit ai, ci " R und R " {ZZ, IR, C} ,so erfullt (uk)k'0 eine inhomogene lineare Rekursionsgleichung n-ter Ordnung.
 61.10 Bemerkung
 In Abhangigkeit von f laßt sich manchmal mit der oben angegebenen Methode eine Losung fureine inhomogene lineare Rekursionsgleichung berechnen. Betrachte (uber C ) etwa
 u0 = 0 , u1 = 1 , uk+2 + uk+1 + 6 uk = k fur k . 0 .Der Ansatz
 (1+X + 6 X2) ·*0
 k=0
 uk Xk = u0 + (u1 + u0)X + (u2 + u1 + 6 u0)X2 + . . . ++ (uk+2 + uk+1 + 6 uk)Xk+2 + . . .
 = X + X3 + 2 X4 + . . . + k Xk+2 + . . .
 = X + X3 (1 + 2 X + 3 X2 + . . . + k Xk"1 + . . . )
 fuhrt wegen (1+X)"2 =*1
 k=0
 9k+1k
 :Xk =
 *1
 k=0(k + 1) Xk zu:
 (1 + 2 X) · (1+ 3 X) · U = X +X3
 (1+X)2
 %$ U =X + 2 X2 + 2 X3
 (1 + 2 X) (1+ 3 X) (1+X)2
 =A
 1 + 2 X+
 B
 1+ 3 X+
 C
 1+X+
 D
 (1+X)2
 mit A, B,C, D " C . Die Einsetzmethode liefert z. B.: A = +29 , B = 1
 4 , C = 536 , D = +1
 6 ;und wir erhalten:
 uk =136
 [(+2)k+3 + 3k+2 + 6 k + 1] .
 § 62 Partitionen und erzeugende Funktionen
 Ist p(m) die Anzahl der Partitionen von m " IN mit p(0) = 1, so ist P :=*1
 m=0p(m)Xm gesucht.
 Wir betrachten in C[[X]] die formale Potenzreihe
 (1+Xi)"1 =*0
 n=0
 Xni =: F =*0
 k=0
 fk Xk mit einem i " IN# .
 Dabei ist fk die Anzahl der Partitionen von k , wobei jede Teilmenge genau i Elemente enthalt.Es gilt namlich:
 fk =/
 1 , wenn k = ni mit n " IN0 sonst .
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 Sind i, j " IN# mit i &= j und G " C[[X]] mit G := (1+Xj)"1 =*1
 n=0Xnj , so sei
 H := F · G = (1+Xi)"1 · (1+Xj)"1 .Bezeichnet hk dann die Anzahl der Partitionen von k , wobei jede Teilmenge i oder j Elementeenthalt, so ist hk die Anzahl der Moglichkeiten, k als Summe von r und k + r zu schreiben,wobei r in Teilmengen mit jeweils i Elementen und k+ r in Teilmengen mit jeweils j Elementenunterteilt wird. Also gilt:
 hk =k0
 r=0
 fr gk"r ;
 damit ist H die erzeugende Funktion von (hk)k'0 . Ist zum Beispiel i = 2 und j = 3 , so gilt:
 (1+X2)"1 · (1+X3)"1 = (1 + X2 + X4 + . . . ) · (1 + X3 + X6 + . . . )= (1 + X2 + X3 + X4 + X5 + 2 X6 + X7 + X8 +
 + 2 X9 + 2 X10 + 2 X11 + . . . ) .
 Also gibt es genau zwei Partitionen von m = 10 , wobei alle Teile gleich 2 oder 3 sind, namlich:
 10 = 3 + 3 + 2 + 2und 10 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 .
 62.1 Satz
 Die erzeugende Funktion P " C[[X]] von (p(m))m'0 kann als unendliches Produkt
 P =*-
 i=1
 (1+Xi)"1
 geschrieben werden.
 Beweis:
 Es sei k " IN# fest und p(k)(m) die Anzahl der Partitionen von m , wobei jeder Summand derPartition eine der Zahlen 1, 2, . . . , k ist. Dann ist
 P (k) = (1+X)"1 · (1+X2)"1 · . . . · (1+Xk)"1
 nach den Voruberlegungen die erzeugende Funktion von (p(k)(m))m'0 . Wir wollen zeigen, daß
 die Koeffizienten von P , d. h. p(n) , mit denen von*+i=1
 (1+Xi)"1 ubereinstimmen.
 Ist n " IN beliebig, so ist p(n) = p(n)(n) . Im unendlichen Produkt ist der Koeffizient von Xn
 durch P (n) vollstandig bestimmt, denn fur alle i > n beeinflußt der Faktor(1+Xi)"1 = 1 + Xi + X2i + X3i + . . .
 nicht den Koeffizienten von Xn . Also stimmt der Koeffizient von Xn im endlichen Produkt mitdem Koeffizienten von Xn in P (n) uberein. "
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 62.2 Bemerkung
 Wie oben lassen sich erzeugende Funktionen fur Partitionen mit Einschrankungen bestimmen.
 Bezeichnet p(m | k , i) die Anzahl der Partitionen von m , wobei hochstens k Summanden uber-einstimmen und jeder Summand ein Vielfaches von i " IN# ist, so gilt:
 p(m | k , i) =/
 1 , wenn m = "i und 0 ' " ' k0 sonst .
 Also ist Fi,k = 1+Xi +X2i +X3i + . . .+Xki " C[X] erzeugende Funktion von (p(m |k , i))m'0 .Dann ist
 *-
 i=1
 Fi,k =*-
 i=1
 1+X(k+1)i
 1+Xi" C[[X]]
 erzeugende Funktion von (p(m | k))m'0 , der Anzahl der Partitionen von m , wobei hochstens kSummanden ubereinstimmen. Speziell fur k = 1 erhalten wir Partitionen, fur die alle Summan-den verschieden sind; anstelle von
 *+i=1
 Fi,1 schreiben wir V .
 Entsprechende Uberlegungen ergeben folgende Ubersicht:
 erzeugende Funktion
 p(m | alle Summanden sind verschieden) V =*-
 i=1
 (1 + Xi)
 p(m | jeder Summand ist ungerade)*-
 i=1
 (1+X2i"1)"1
 p(m | jeder Summand ist gerade)*-
 i=1
 (1+X2i)"1
 p(m | jeder Summand ist ' n)n-
 i=1
 (1+Xi)"1
 Wir betrachten die formalen Potenzreihen
 V =*-
 i=1
 (1 + Xi) =:*0
 m=0
 vm Xm " C[[X]] und Q :=*-
 i=1
 (1+Xi) =*0
 m=0
 qm Xm " C[[X]] .
 Wir lassen sich nun die Koeffizienten qm von Q interpretieren?Ist m1 > m2 > . . . > mk . 1 eine Partition von m in k verschiedene Teile, so liefert sie einenBeitrag 1 zu vm . Diese Partition liefert den Beitrag (+1)k zum Koeffizienten qm . Also liefertjede Partition von m den Beitrag +1 zu qm , wenn die Anzahl k der verschiedenen Summandengerade ist, und den Beitrag +1 , wenn die Anzahl der verschiedenen Summanden ungerade ist.Setzen wir dann
 gm := p(m | alle Summanden sind verschieden und deren Anzahl ist gerade)und um := p(m | alle Summanden sind verschieden und deren Anzahl ist ungerade) ,
 so ist qm = gm + um .
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 62.3 Satz
 Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
 qm = gm + um =/
 (+1)k , wenn m = 12k(3k ± 1) mit k " IN#
 0 sonst.
 Beweis:
 Wir zeigen, daß mit Ausnahme der in der Behauptung angegebenen Werte von m eine bijektiveAbbildung zwischen den Partitionen, die durch (gm)m'0 gezahlt werden, und den Partitionen,die durch (um)m'0 gezahlt werden, existiert. Dabei bedienen wir uns der in §54 eingefuhrtenMatrixschreibweise fur Partitionen.Ist $v := (m1, m2, . . . ,mk) mit m1 > m2 > . . . > mk . 1 eine Partition von m in genau kverschiedene Teile, so sei
 s($v) := mk und t($v) := l ,
 wenn mj = m1+ (j+ 1) fur 1 ' j ' l und ml+1 < m1+ l gilt. Anschaulich bedeutet dies, daßzum Beispiel bei der Partition $v = (7, 6, 5, 3, 1) von m = 22 mit k = 5 verschiedenen Teilenin der zugehorigen Matrix
 A#v =
 =
 >>>>>?
 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 11 1 11
 @
 AAAAAB
 t($v) die Anzahl l der ”Einer–Stufen“ zahlt, hier: t($v) = 3, und s($v) die Lange mk der letztenZeile bezeichnet, hier: s($v) = 1 .
 Nun sei $g (bzw. $u ) eine Partition von m " IN \ {12k(3k ± 1) | k " IN#} =:
 %IN in eine gerade
 (bzw. ungerade) Anzahl verschiedener Teile. In Abhangigkeit von s($) und t($) mit $ " {$g, $u}definieren wir eine Partition $# in eine ungerade (bzw. gerade) Anzahl verschiedener Teile.
 1. Fall: Es sei s($) ' t($) . Wir bilden, ausgehend von der beschreibenden Matrix A# , zumBeispiel:
 A# =
 =
 >>>?
 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1
 @
 AAAB
 mit s($) = 3 = t($) , eine Matrix A## , welche dadurch entsteht, daß die s($) Einsen in derletzten Zeile auf die ersten s($) der t($) Zeilen verteilt werden. Ist dabei s($) < t($) , soentsteht eine Matrix A## , die zu einer Partition $#v (der gleichen Zahl) gehort mit s($#v) > t($#v) .Ist s($) = t($) und s($) < k , dann liefert A## ebenfalls eine Partition $#v mit s($#v) > t($#v) ;wir erhalten etwa im obigen Fall von A# die Matrix
 A## =
 =
 >?1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
 @
 AB .
 ..................................
 ...
 ...
 ......................
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 Ist aber s($) = t($) = k , wie zum Beispiel bei
 A# =
 =
 >>>?
 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1
 @
 AAAB ,
 dann gilt:
 m =k0
 j=1
 mj = k + (k+1) + (k+2) + . . . + (2k+1) = 12k(3k + 1) ;
 und A## wird eine Matrix, die nicht zu einer Partition gehort.
 2. Fall: Es sei s($) > t($) . Wir nehmen jeweils eine Eins von den ersten t($) Zeilen undbilden eine neue Zeile mit diesen t($) Einsen. Ein Beispiel ware
 A# =
 =
 >?1 1 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1
 @
 AB
 mit s($) = 3 und t($) = 2 . Ist dabei t($) < k , so entsteht eine Matrix A## , die zu einerPartition $#v gehort mit s($#v) ' t($#v) . Oder es ist t($) = k und s($) > t($) + 1 = k + 1 , dannerhalt man eine Matrix A## , die eine Partition $#v mit s($#v) = k = t($) ' t($#v) beschreibt.Ist dagegen t($) = k und s($) = k + 1 , wie etwa fur
 A# =
 =
 >?1 1 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1
 @
 AB ,
 so entsteht eine Matrix A## , die keine Partition mit verschiedenen Teilen darstellt. Und dies istgenau dann der Fall, wenn gilt:
 m =k0
 j=1
 mj = (k+1) + (k+2) + . . . + 2k = 12k(3k + 1) .
 Damit haben wir eine Abbildung f (bzw. g ) von der Menge aller Partitionen von m "%
 IN mitgerader (bzw. ungerader) Anzahl verschiedener Teile in die Menge aller Partitionen von m "
 %IN
 mit ungerader (bzw. gerader) Anzahl verschiedener Teile erklart, wobei f #g = id und g#f = idgilt. Also ist f bijektiv. Und nur in den Ausnahmefallen handelt es sich somit jeweils um einePartition von m /"
 %IN in genau k Teile, liefert daher den Beitrag (+1)k zu gm + um . "
 62.4 Bemerkung
 Wir stellen noch eine Tabelle fur diese ”Ausnahmewerte“ m /"%
 IN auf:
 k 1 2 3 4 5 6 7 · · ·12k(3k + 1) 1 5 12 22 35 51 70 · · ·12k(3k + 1) 2 7 15 26 40 57 77 · · ·
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 62.5 Bemerkung (Berechnung von p(m) )
 Nun ist
 P · Q =*-
 i=1
 (1+Xi)"1 ·*-
 i=1
 (1+Xi) = 1 ,
 d. h.K *0
 m=0
 p(m)XmL·K *0
 m=0
 qm XmL
 = 1 odern0
 '=0
 p(() qn"' = 0 fur alle n . 1 .
 Also ist
 p(n)+ p(n+1)+ p(n+2) + p(n+5) + p(n+7)+ p(n+12)+ p(n+15) ± ± . . . = 0%$ p(n) = p(n+1) + p(n+2)+ p(n+5)+ p(n+7) + p(n+12) + p(n+15); ; . . . ,
 wobei auf der rechten Seite nur endlich viele Summanden auftreten.Zum Beispiel ist p(13) = p(12) + p(11)+ p(8)+ p(6) + p(1) .Und nach Ubungsaufgabe 54–1a) gilt:
 p(0) = p(1) = 1 , p(2) = 2 , p(3) = 3 , p(4) = 5 , p(5) = 7 , p(6) = 11 und p(7) = 15 .
 62.6 Tabelle
 Als Fortsetzung ergibt sich fur die Anzahl p(n) der Partitionen einer naturlichen Zahl n :
 n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 · · ·+p(n+1) — 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101+p(n+2) — 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77+p(n+5) — — — 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30+p(n+7) — — 1 1 2 3 5 7 11 15
 +p(n+12) — — — — — 1 1 2... — — —
 p(n) 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 · · ·
 § 63 Lineare Differenzengleichungen
 Wir betrachten die homogene lineare Rekursionsgleichung n-ter Ordnung aus §61, d. h.:
 un+k + a1 un+k"1 + a2 un+k"2 + . . . + an uk = 0 mit k . 0
 fur eine Folge (uk)k'0 . Wir wollen eine homogene lineare Rekursionsgleichung als spezielle Di"e-renzengleichung erkennen und danach mit entsprechenden Methoden losen. Sei dazu die Menge Fgegeben als
 F := {u = (uk)k'0 | u ist Folge mit uk " C }= {f : IN ! C | f(k) = uk " C } ;
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 dann bildet F mit der ublichen Addition und Skalarmultiplikation einen Vektorraum uber C .Wir definieren die Abbildung ∆ : F ! F , f 7! ∆f durch
 (∆f)(k) := f(k + 1)+ f(k)= uk+1 + uk 4k'0 ;
 damit ist ∆ linear, also ∆ " HomC(F ,F) .
 63.1 Definition
 Gegeben seien n " IN# , eine Matrix A = (aj') " Mat(n, n; C) und Folgen f1, f2, . . . , fn " F .Dann wird durch
 (D) ∆fj =n0
 '=1
 aj' f' mit j = 1, 2, . . . , n
 ein System von linearen Di"erenzengleichungen fur f1, f2, . . . , fn definiert. Setzen wir
 f :=
 =
 >>>>?
 f1
 f2...
 fn
 @
 AAAABund ∆f :=
 =
 >>>>?
 ∆f1
 ∆f2...
 ∆fn
 @
 AAAAB,
 so laßt sich (D) kurz in der Form
 (D!) ∆f = A · f
 schreiben.
 63.2 Satz
 a) Die Differenzengleichung (D!) ∆f = A · f hat zu einem vorgegebenen Anfangs-wert f(0) := (f1(0), f2(0), . . . , fn(0))t genau eine Losung, namlich f = (f1, f2, . . . , fn)t mit
 f(k) = (A + En)k · f(0) fur k " IN .
 Dabei ist (A + En)0 := En , auch fur A = +En .
 b) Die Losungen von (D!) (und damit von (D)) bilden einen n-dimensionalen C–Vektorraum.
 Beweis:
 zu a): Fur alle k . 0 gilt:
 (∆f)(k) = f(k + 1)+ f(k)= (A + En)k+1 · f(0)+ (A + En)k · f(0)= (A + En + En) · (A + En)k · f(0)= A · f(k)= (A · f)(k) .
 Die Eindeutigkeit dieser Losung bei vorgegebenem f(0) ist klar. !
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 zu b): Die Losungen von (D!) bilden einen Untervektorraum L von F . Jede Losung f wirdeindeutig bestimmt durch Vorgabe ihrer Anfangswerte
 f1(0) = c1 , f2(0) = c2 , . . . , fn(0) = cn .
 Also ist Φ : L! Cn mit Φ(f) = f(0) eine bijektive Abbildung, d. h.: dimC L = n .
 "
 63.3 Satz
 Gegeben sei eine homogene lineare Rekursionsgleichung n-ter Ordnung
 (R) f(k + n) = +n"10
 '=0
 an"' f(k + () mit k . 0 und an &= 0 .
 Die Losungen von (R) bilden einen n-dimensionalen C–Vektorraum L . Jede Losung f ist ein-deutig bestimmt durch Vorgabe der Anfangswerte
 f(0) = c0 , f(1) = c1 , f(2) = c2 , . . . , f(n+ 1) = cn"1 .
 Beweis:
 Sei f eine Losung von (R). Wir definieren Folgen f1, f2, . . . , fn " F durch
 f'(k) := f(k + ( + 1) mit ( = 1, 2, . . . , n .
 Fur alle 1 ' ( < n ist dann
 (∆f')(k) = f'(k + 1)+ f'(k)= f'+1(k)+ f'(k) 4k'0 ,
 d. h. ∆f' = f'+1 + f' .
 Und fur ( = n gilt:
 (∆fn)(k) = fn(k + 1)+ fn(k)= f(k + n)+ f(k + n+ 1)
 = +n"11'=0
 an"' f(k + ()+ f(k + n+ 1)
 = +n"11'=0
 an"' f'+1(k)+ fn(k) 4k'0 ,
 d. h.: ∆fn = +an f1 + an"1 f2 + . . .+ a2 fn"1 + (a1 + 1) fn .
 Setzen wir noch
 g :=
 =
 >>>>?
 f1
 f2...
 fn
 @
 AAAABund A :=
 =
 >>>>>?
 +1 1 0+1 1. . . . . .
 0 +1 1+an +an"1 · · · +a2 +(a1+1)
 @
 AAAAAB,
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 so erhalten wir: ∆g = A · g . Nach Satz 63.2 ist der Losungsraum L dieses Systems n-di-mensional und jede Losung g durch Vorgabe ihrer Anfangswerte
 g(0) =
 =
 >>>>?
 f1(0)f2(0)
 ...fn(0)
 @
 AAAAB=
 =
 >>>>?
 f(0)f(1)
 ...f(n+1)
 @
 AAAAB
 eindeutig bestimmt. "
 63.4 Hilfssatz
 Fur festes c " C sei nun
 J := c En + N =
 =
 >>>?
 c 1 0c
 . . .
 . . . 10c
 @
 AAAB " Mat(n, n; C)
 eine Jordan–Matrix (vgl. §21 aus Lineare Algebra I). Die eindeutig bestimmte Losungf = (f1, f2, . . . , fn)t von ∆f = J · f mit vorgegebenem Anfangswert f(0) lautet:
 fj(k) =n"j0
 '=0
 #k
 (
 $
 (c + 1)k"' fj+'(0)
 fur j = 1, 2, . . . , n mit (c + 1)0 = 1 , auch fur c = +1 .
 Beweis:
 Nach Satz 63.2a) gilt:
 f(k) = (J + En)k · f(0)
 = ((c + 1) En + N)k · f(0)
 =k0
 '=0
 #k
 (
 $
 (c + 1)k"' N' · f(0) .
 Nun ist Nn = 0 , und fur ( < n gilt:
 N' · f(0) =
 =
 >>>>>>>>>>>?
 0 0 · · · 0 1 0 · · · 00 0 · · · 0 1 . . . ...
 9 . . . . . . 0...
 ... ($+1)-te
 Spalte0 1
 ...... 0
 ...0 0 · · · 0
 @
 AAAAAAAAAAAB
 ·
 =
 >>>>?
 f1(0)f2(0)
 ...fn(0)
 @
 AAAAB=
 =
 >>>>>>>>>>>?
 f'+1(0)f'+2(0)
 ...fn(0)
 0...0
 @
 AAAAAAAAAAAB
 .
 Also folgt fur die j-te Komponente einer jeden Losung:
 fj(k) =k0
 '=0
 #k
 (
 $
 (c + 1)k"' (N' · f(0))j =n"j0
 '=0
 #k
 (
 $
 (c + 1)k"' fj+'(0) .
 "
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 63.5 Satz
 Es sei A " Mat(n, n; C) eine feste Matrix und pA das charakteristische Polynom von A mit denm paarweise verschiedenen Eigenwerten c1, c2, . . . , cm " C und den zugehorigen Vielfachheitenz1, z2, . . . , zm " IN# , d. h.
 pA(t) =m-
 j=1
 (t+ cj)zj
 mit z1 + z2 + . . . + zm = n . Dann hat jede Losung f =
 =
 >>>>?
 f1
 f2...
 fn
 @
 AAAABvon ∆f = A · f die Gestalt
 fj(k) =m0
 µ=1
 pjµ(k) (cµ + 1)k
 mit Polynomen pjµ " Π(C) vom Grad ' zµ + 1 .
 Beweis:
 Sei T " GL(n; C) derart, daß A in Jordan’scher Normalform
 T"1 · A · T =
 =
 >>>>>?
 J1 0 · · · 0
 0 J2. . . ...
 ... . . . . . . 00 · · · 0 Jr
 @
 AAAAAB
 mit Jordan–Kastchen J( gemaß Hilfssatz 63.4 vorliegt. Wegen T"1 · (∆f) = ∆(T"1 · f) ergibtsich mit g := T"1 · f :
 ∆g = T"1 · ∆f = T"1 · A · f = T"1 · A · T · g =
 =
 >>>>>?
 J1 0 · · · 0
 0 J2. . . ...
 ... . . . . . . 00 · · · 0 Jr
 @
 AAAAAB· g .
 Nach Hilfssatz 63.4 erhalten wir fur die Komponenten einer Losung der Differenzengleichung
 ∆y = J( · y (mit 1 ' ) ' r ) Linearkombinationen von#
 k
 (
 $
 (c( +1)k mit ( ' n(+ 1 , wenn
 jeweils die Jordan–Matrix J( " Mat(n(, n(; C) den Eigenwert c( besitzt.
 Nun ist#
 k
 (
 $
 der Wert eines Polynoms vom Grade ( an der Stelle k (vgl. Beweis zu Satz 61.7)
 und n( ' z( . Damit hat g die behauptete Gestalt, und so auch f . "
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 63.6 Bemerkung
 Ist eine homogene lineare Rekursionsgleichung f(k + n) = +n"11'=0
 an"' f(k + () mit k " IN und
 an &= 0 gegeben, so gehort dazu also ein Differenzengleichungssystem ∆g = A · g mit
 A =
 =
 >>>>>?
 +1 1 0+1 1. . . . . .
 0 +1 1+an +an"1 · · · +a2 +(a1+1)
 @
 AAAAAB.
 Wir bilden gemaß Satz 63.5 das charakteristische Polynom pA als
 pA(t) = det (t En +A)
 = det
 =
 >>>>>?
 t + 1 +1 0t + 1 +1
 . . . . . .0
 t + 1 +1an an"1 · · · a2 t+(a1+1)
 @
 AAAAAB
 =n0
 j=0
 aj (t + 1)n"j mit a0 = 1
 per Induktion nach n . Gilt fur die Hilfsgleichung, welche zur homogenen linearen Rekursions-gleichung gehort (vgl. Bemerkung 61.6):
 n1j=0
 aj xn"j =s+
 )=1(x+ "))m# , dann ergibt sich hier:
 pA(t) =s-
 )=1
 ((t + 1)+ "))m# =s-
 )=1
 (t+ (") + 1))m# .
 Nach Satz 63.5 erhalten wir fur die Losung g =
 =
 >>>>?
 f1
 f2...
 fn
 @
 AAAABvon ∆g = A · g :
 fj(k) =s0
 )=1
 pj)(k) ")k fur alle j = 1, 2, . . . , n mit k " IN
 und Polynomen pj) vom Grad ' m) + 1 . Sind nun die Anfangswerte f(0), f(1), . . . , f(n + 1)bekannt, so lautet die eindeutig bestimmte Losung f der homogenen linearen Rekursionsglei-chung:
 f(k) = f1(k) =s0
 )=1
 p1)(k) ")k .
 (Vgl. hierzu auch Satz 61.7.)
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                        Register your product and get support at ... · SV Användarhandbok TR Kullanım kılavuzu . 1 5 Ändra inställningar 20 Öppna inställningsmenyn 20 Ändra ... Spela upp från en

                    

                                    

                                                                
                                    
                        
                            
                                                            
                                                        
                        

                        REGISTARLEKOVA DOPUNA II - Početna - BB Softlatanoprost + timolol maleat) kapi za oči, rastvor (50μg + 5mg)/ml 2,5ml UPOTREBA: čuva se na 2 - 8 C pre prvog otvaranja, po otvaranju

                    

                                                                
                        
                            
                                                            
                                                        
                        

                        Entwicklung und Charakterisierung von sphärischen γ-Al2O3 · Entwicklung und Charakterisierung von sphärischen γ-Al2O3 Formkörpern und deren Anwendung als Trägermaterial für

                    

                                    

                                                                
                                    
                        
                            
                                                            

                                                        
                        

                        4 My House...6/*5 8SJUF 5IFSFT PS5IFSF5SF -PP L NZIPVTF GPVSCFESPPNTJO NZIPVTF UXPC5UISPPNT 5LJUDIFO 5OJDFH5SEFO UPP S y it!-JTUFO5OESF5E 45Z 53 3F5E Lesson 1 -JTUFO 5 OEDJSDMF 53
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                        Inhalt der Vorlesung · Gluconeogenese und Cori-Zyklus 8. Biosynthese und Abbau von Glycogen 9. Fettsäuresynthese und β-Oxidation 10.Stoffwechsel von Cholesterin, Steroiden und

                    

                                                                
                        
                            
                                                            

                                                        
                        

                        Benjamin Lyhs und Stephan Schulz Fakultät für Chemie ... · Synthese neuartiger Antimon- und Bismutverbindungen unter Verwendung N,N'-chelatisierender Liganden Benjamin Lyhs und

                    

                                    

                                                                
                                    
                        
                            
                                                            

                                                        
                        

                        Korund und Siliziumkarbid Schleifscheiben m - vega-tools.de und Siliziumkarbid-Schleifscheiben.pdf · Korund- und Siliziumkarbid- Schleifscheiben mit keramischer Bindung Die große

                    

                                                                
                        
                            
                                                            

                                                        
                        

                        und invivo: Reannotation und quantitative metabolische ... · Clostridioidesdiﬃcile 630Derminsilico und invivo: Reannotation und quantitative metabolische Modellierung Von der Fakultät
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                        Grekisk-svensk ordlista - lucris.lub.lu.se · ἄν modalpartikel, se § 261 ἀνα-βαίνω gå upp ἀνα-γι(γ)νώσκω läsa ἀναγκάζω tvinga ἀναγκαῖος

                    

                                    

                                                                
                                    
                        
                            
                                                            

                                                        
                        

                        CITROEN C3 PLURIEL COMFORT Alzacristallo Elettrico · PDF fileCITROEN C3 PLURIEL COMFORT 06/02 → 2Porte, Doors, Portes, T ürig, Puertas, Portas, Kapi, Πόρτες Ant. Dx/Sx, Front

                    

                                                                
                        
                            
                                                            

                                                        
                        

                        Sprache und Multikulturalitätusers.auth.gr/butulusi/Sprache_und_Multikulturalitat.pdf · Deutschlandbilder griechischer GermanistikstudentInnen. Varietäten, Einflussfaktoren und
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