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Variáveis Aleatórias
 Prof. Luiz MedeirosDepartamento de Estatística - UFPB
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Ao descrever o espaço amostral de um experimento aleatório, nãoespecificamos que um resultado individual seja um número.
 Introdução
 Exemplos:(i) Jogue uma moeda três vezes e observe a sequência de caras ecoroas.Ω=kkk,kkc,ckk,kck,kcc,ckc,cck,ccc, em que k =cara e c =coroa.
 (ii) De um lote de 4 peças das quais 2 são defeituosas, peças sãoextraídas até as 2 defeituosas sejam retiradas.extraídas até as 2 defeituosas sejam retiradas.Ω=DD,DPD,PDD,DPPD,..., em que D =defeituosa e P =perfeita.
 (iii) Observar o sexo das crianças em famílias com três filhos.Ω =MMM,MMF,MFM,FMM,MFF,FMF,FFM,FFF, em queF =feminino e M =masculino.
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Contudo, em muitas situações experimentais, estaremos interessadona mensuração de algo e no seu registro como um número.
 Introdução
 Mesmo nos exemplos apresentados acima poderemos atribuir umnúmero real a cada elemento do espaço amostral.
 Exemplos:(i) Seja X o número de caras.X(kkk)=3, X(kkc)=X(ckk)=X(kck)=2,X(kcc)=X(ckc)=X(cck)=1 e X(ccc)=0.
 (ii) Seja X o número de peças retiradas.X(DD)=2, X(DPD)=X(PDD)=3 e X(DPPD)=X(DPDP)=...=4.
 (iii) Seja X o número de meninos.X(MMM)=3, X(MMF)=X(MFM)=X(FMM)=2, X(MFF)=X(FMF)=X(FFM)=1e X(FFF)=0.
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Na realização de um fenômeno aleatório, é comum termos interesseem uma ou mais quantidades.
 Introdução
 Elas são funções dos resultados que ocorreram e, em muitassituações, a própria função identidade. Nesses casos, os elementosresultantes são as quantidades de interesse.
 Após a realização do fenômeno teremos uma observação conhecidaque, no entanto, não é mais aleatória.
 Podemos considerar que a observação conhecida do fenômenoaleatório produz um particular valor observado da variável aleatória.
 Assim, uma outra realização do fenômeno forneceria um outro valorobservado da variável, na maioria das vezes, diferente do anterior.
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Desejamos então atribuir um número real x a cada resultado doespaço amostral .
 Introdução
 O domínio de X é Ω , e os números na imagem são números reais.
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Como sabemos, características de interesse em diversasáreas estão sujeitas à variação.
 Introdução
 áreas estão sujeitas à variação.
 Essa variabilidade ocorre ao acaso, pois resulta de umasoma de fatores não-controlados.
 Toda vez que uma variável é influenciada pelaaleatoriedade, diz-se que esta é uma variável aleatória.
 Exemplos: número de livros de uma biblioteca, peso derecém-nascidos.recém-nascidos.
 Usaremos letras maiúsculas para indicar variáveisaleatórias (X, Y, Z, …)
 Letras minúsculas representarão valores assumidos porvariáveis aleatórias (x, y, z, …)
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Formalmente, uma variável aleatória é uma função doespaço amostral nos números reais:
 Introdução
 espaço amostral nos números reais:
 X: Ω → R
 Exemplo: considere o experimento “verificar 3 peças de umalinha de produção e observar se as peças são Defeituosa (D)ou Não Defeituosa (N)”. Nesse caso,
 Ω = NNN, NND, NDN, DNN, NDD, DND, DDN, DDD”
 Seja X a variável aleatória “número de peças Não Defeituosas”
 X pode assumir os valores 0, 1, 2 ou 3
 Note que uma v.a. assumirá sempre valores numéricos
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• Sejam E um experimento e Ω um espaço amostralassociado a E. Um função X, que associe a cada elemento
 Introdução
 associado a E. Um função X, que associe a cada elementoω ∈ Ω um número real, X(ω), é denominada variávelaleatória.
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Introdução
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Uma variável aleatória pode ser discreta ou contínua
 Introdução
 Dizemos que uma v.a. é discreta quando seus possíveisvalores podem ser dispostos em uma lista (finita ouinfinita)
 Exemplos:
 Número de filhos. Número de filhos.
 Número de funcionários de uma empresa.
 Número de tumores detectados por um exame.
 Número de peças defeituosas.
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Um caso especial de variável aleatória é quando estapode assumir um dentre dois valores possíveis
 Introdução
 pode assumir um dentre dois valores possíveis
 Este tipo de variável recebe, em estatística, o nome devariável dicotômica ou binária.
 Exemplos:
 Classificar um tumor como malígno ou benígno Classificar um tumor como malígno ou benígno
 Determinar, através de uma imagem de satélite, senuma determinada área de floresta está ou nãoocorrendo uma queimada
 Em coletas de sangue, se o fator Rh é + ou –
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Dizemos que uma v.a. é contínua quando ela podeassumir qualquer valor em um dado intervalo
 Introdução
 assumir qualquer valor em um dado intervalo
 Exemplos:
 Tempo até a cura de uma doença
 Altura de árvores Altura de árvores
 Peso de recém-nascidos
 Concentração de CO2
 na água
 Poluição sonora
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Entende-se por distribuição de probabilidades o conjunto de todosos valores que podem ser assumidos por uma v.a. discreta, com
 Distribuição de Probabilidades
 Variável Aleatória Discreta
 os valores que podem ser assumidos por uma v.a. discreta, comas respectivas probabilidades.
 A distribuição de probabilidades permite a definição de ummodelo matemático apropriado a cada situação.
 Exemplo: considere o experimento “verificar 3 peças de uma linhade produção e observar se as peças são Defeituosa (D) ou NãoDefeituosa (N)”. Temos,
 Ω = NNN, NND, NDN, DNN, NDD, DND, DDN, DDD
 x 0 1 2 3 Total
 P(X=x) 1/8 3/8 3/8 1/8 1
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• Seja X uma variável aleatória discreta, então X pode assumiros valores x , x ,.... Chamaremos de função de probabilidade
 Variável Aleatória Discreta
 os valores x1, x2,.... Chamaremos de função de probabilidadeda variável aleatória X a função que a cada xi associa suaprobabilidade de ocorrência, ou seja,
 tal que:
 P X x P X x p xi i i( ) ( ( ) ) ( )= = = =ω
 tal que:
 a)
 b)
 0 1≤ ≤p xi( )
 ∑∞
 =
 =1
 1)(i
 ixp
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Exemplo
 • Consideremos um lote com 4 peças, das quais 2 sãodefeituosas, e retiremos ao acaso duas peças, comdefeituosas, e retiremos ao acaso duas peças, comreposição.
 Seja D = a peça é defeituosa e P = a peça é perfeita.
 Então, Ω =DD, DP, PD, PP
 Definindo X como sendo o número de peças perfeitas, temos:Definindo X como sendo o número de peças perfeitas, temos:
 ωωωω DD DP,PD PP
 X(ωωωω) 0 1 2
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Consideremos a variável aleatória do exemplo anterior, então:
 • P(X = 0) = ¼, P(X = 1) = ½, P(X = 2) = ¼.
 • P(X ≤ 2) = P(Ω) = 1 • P(X ≤ 2) = P(Ω) = 1
 • P(X < 0)=P(φ) = 0
 Podemos observar que , para i = 0,1,2 e 0 1≤ = ≤P X i( ) P X ii
 ( )= ==
 ∑ 10
 2
 Dessa forma, a distribuição de probabilidade do exemplo é:
 xi 0 1 2
 P(X= xi) 1/4 1/2 1/4
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Função de Distribuição de Probabilidade Acumulada
 • Definimos função de distribuição de probabilidade acumuladada variável aleatória X como sendo:da variável aleatória X como sendo:
 Para o caso discreto, temos:
 F x P X x( ) ( )= ≤
 F x p xi
 x xi
 ( ) ( )=≤
 ∑
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Exemplo Anterior
 F P X
 F P X
 ( ) ( ) /
 ( ) ( ) /
 0 0 1 4
 1 1 3 4
 = ≤ =
 = ≤ =
 então,
 F P X
 F P X
 ( ) ( ) /
 ( ) ( )
 1 1 3 4
 2 2 1
 = ≤ =
 = ≤ =
 , <0 0 se x
 F xx
 x( )
 ,
 / ,
 / ,
 ,
 =
 <
 ≤ <
 ≤ <
 ≥
 0 0
 1 4 0 1
 3 4 1 2
 1 2
 se x
 se
 se
 se x
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Representação Gráfica
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Observações Importante:
 • O domínio de F é a reta real.
 • e
 • F é não decrescente, isto é, se , teremos
 • A magnitude de cada salto é p(xi), isto é, , onde
 lim ( )x
 F x→−∞
 = 0 1)(lim =∞→
 xFx
 x x1 2≤ F x F x( ) ( )1 2≤
 P X x F x F x( ) ( ) ( _ )= = −
 F x F y( _ ) lim ( )=onde
 • , isto é, F é descontínua à esquerda.
 • , isto é, F é contínua à direita.
 F x F yy x
 ( _ ) lim ( )=→ −
 F x F x( _ ) ( )≠
 F x F x( ) ( )+ =
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Exemplo 2
 • Considere uma variável aleatória X com a seguinte função deprobabilidade:probabilidade:
 a) Determine o valor da constante “c" que torna legítima afunção de probabilidade acima.
 P X kc k
 c k( )
 ,
 ,= =
 =
 =
 , para 3, 5
 , para 4
 1
 2 2
 função de probabilidade acima.
 b) Determine a função de distribuição acumulada F e construao gráfico.
 c) Calcule a P(X>1), P(X≥3), P(X≤4), P(5/2<X≤5).
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Variável aleatória Contínua
 • Uma variável aleatória X é contínua se existir uma funçãof, denominada função de densidade de probabilidade (fdp)f, denominada função de densidade de probabilidade (fdp)de X, que satisfaça as seguintes condições:
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Observações
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Exemplo
 • Suponha que X é uma variável aleatória contínua com aseguinte fdp:seguinte fdp:
 • Mostre que f(x) é uma fdp.
 f xx x
 para quaisquer outros valores( )
 , ,
 ,=
 < <
 ⋅
 2 0 1
 0
 • Mostre que f(x) é uma fdp.
 • Calcule
 • Calcule
 P X( / )≤1 2
 )4/34/1( ≤≤ XP
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Função de Distribuição de Probabilidade Acumulada
 • Definimos função de distribuição de probabilidade acumuladada variável aleatória X como sendo:da variável aleatória X como sendo:
 Para o caso contínuo, temos:
 F x P X x( ) ( )= ≤
 F x f s dsx
 ( ) ( )=−∞∫
 Obs: Seja F(x) a função de distribuição acumulada de umavariável aleatória contínua X, com fdp f(x). Então ,para todo x no qual F(x) seja derivável.
 −∞∫
 f xd
 dxF x( ) ( )=
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Exemplo
 • Encontre a função de distribuição acumulada da seguintefunção de densidade de probabilidadefunção de densidade de probabilidade
 f xx x
 para quaisquer outros valores( )
 , ,
 ,=
 < <
 ⋅
 2 0 1
 0
 F x
 se x
 s ds x se x
 se x
 x
 ( )
 , ,
 ( ) , ,
 ,
 =
 <
 = ≤ <
 ≥
 ∫
 0 0
 2 0 1
 1 1
 0
 2
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Exemplo 2
 • Seja X uma variável aleatória com densidade
 a) Determine o valor da constante “d" que torna legítima aa) Determine o valor da constante “d" que torna legítima afunção de densidade de probabilidade acima.
 b) Determine a função de distribuição acumulada F.
 c) Calcule a P(X>1), P(X<1/2) e P(-1/2<X≤2/3).
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Exercício
 1) Seja X uma variável aleatória discreta com função dedistribuição acumulada dada por:distribuição acumulada dada por:
 F(-2)=0,3, F(0)=0,5, F(1)=0,6, F(2)=0,8 e F(5)=1.
 Calcule P(-1≤X≤4).
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Exercício
 2) Dada a função de distribuição acumulada
 F(x)=0 para x<-1F(x)=0 para x<-1
 F(x)=(x+1)/2 para -1≤x<1
 F(x)=1 para x ≥1
 Calcule:
 a) f(x).
 b) P(X=0) e P(-1/2<X≤1/2)
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