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Método de Monte Carlo para o estudo de transiçõesde fase e fenômenos críticos
 February 21, 2018
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Revisão
 A enumeração exata das configurações é possívelapenas para sistemas pequenos;
 Amostragem por importância→ configuraçõescom maior o peso Peq(σ) = e−βH(σ)∑
 σ e−βH(σ) são maisfrequentemente escolhidas→ Peq(σ) varia com atemperatura;
 Nesta aula aplicaremos o método de Monte Carlono modelo mais simples exibindo transição defase com quebra espontânea de simetria: modelode Ising.
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Transição de fase: Uma visão geral
 Um sistema homogêneo, isto é, totalmente uniforme quantoas suas propriedades específicas constitui uma fasetermodinâmica;
 Transições de fase descontínuas (primeira-ordem) econtínua (segunda-ordem)→ descontinuidades edivergências na primeira e segunda derivada da funçãoenergia livre, respectivamente;
 Uma maneira alternativa para caracterizarmos umatransição de fase é expressá-la em termos de umaquantidade denominada parâmetro de ordem ψ → numafase ψ 6= 0 e na outra fase ψ = 0;
 Nas vizinhanças do ponto crítico, o parâmetro de ordem,suscetibilidade, calor específico apresentam ocomportamento dado por ψ ∼ (−t)β, χ ∼ (±t)−γ eC ∼ (±t)−α, onde t = T−Tc
 Tce β, γ e α são expoentes críticos
 associados; 3 / 23

Page 4
                        

Verifica-se que diferentes sistemas apresentam o mesmoconjunto de expoentes críticos→ classes de universalidade;
 Expoentes críticos dependem→ ingredientes maisgenéricos ao invés dos “detalhes” sobre os sistemas→dimensionalidade do sistema, simetria do parâmetro deordem, alcance das interações e outros;
 ;
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Modelo de Ising
 Modelo de Ising→ generalização do modelo para o cristalparamagnético→ H = −J
 ∑(i,j) σiσj − H
 ∑i σi → para J = 0
 recupera-se o resultado do paramagneto idealm = tanh(βH), onde β = 1
 kBT .
 Transição de fase ferromagnética-paramagnética governadapela temperatura para dimensões superiores à d ≥ 2→solução exata para d = 2 (Onsager);
 Solução exata constitui uma exceção→ importância dassimulações numéricas;
 Diferentes dinâmicas nos levam à distribuição de Gibbs→satisfaz o balanço detalhado→ algoritmo de Metropolis.
 5 / 23
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Algoritmo de Metropolis
 Sorteia-se aleatoriamente um sítio;
 Inverte-se o sinal do spin do sítio escolhido;
 pσ→σ′ = min{1,e−β∆H(σ)} onde (modelo de Ising)∆H(σ) = H(σ′)−H(σ) = 2σi(J
 ∑δ σi+δ + H);
 Se ∆H ≤ 0 a nova configuração será σ′ com probabilidade1;
 Se ∆H > 0 a nova configurção será σ′ com probabilidadee−β∆H. Isso é feito gerando um número aleatório r entre 0 e1. Se r < e−β∆H aceitamos o novo valor do spin, casocontrário a nova configuração de spins é rejeitada;Repetimos o processo a partir da primeira etapa.
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Atividade I: Utilizando o código fortran ising-teste.f, simule omodelo de Ising para redes de tamanho L = 4 sem alterarqualquer parâmetro, a partir da temperatura inicial 1.0 até4.0 em incrementos de ∆T = 0.1. Para compilar oprograma digite gfortran isingt-teste.f . Em seguida, pararodar use o comando ./a.outCompare com o cálculo exato (disponível no arquivoativ1-enumeracao-L4.dat). Escolha uma das grandezas:magnetização por spin, suscetibilidade ou energia média.Para fazer o gráfico no xmgrace use o comando xmgrace-block ativ1-enumeracao-L4.dat -bxy 1:COLUNA -blockisingL4.dat -bxy 1:COLUNAGrandezas relevantes 〈|m|〉 = 1
 N 〈|∑N
 i=1 σi |〉,χ = N
 T [〈m2〉 − 〈|m|〉2] e u = 1N 〈H〉;
 Para magnetização use (1:2), suscetibilidade use (1:3) eenergia média use (1:4);
 7 / 23
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Comparação com resultado exato para L = 4
 0 1 2 3 4 5
 0,4
 0,6
 0,8
 1
 EX
 SN
 0 1 2 3 4 5-2
 -1,6
 -1,2
 -0,8
 -0,4
 0 1 2 3 4 50
 0,05
 0,1
 0,15
 0,2
 |m|
 T
 χ u
 Desafio 0 (para classe): Por que estamos calculando o módulo damagnetização ao invés da magnetização?
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Alguns pontos importantes
 É necessário “descartar” as configurações iniciais→ nãosão (em geral) configurações importantes (típicas) datemperatura em análise;
 Comparação para rede L = 4 para T = 2.269;
 1 10 100 1000 10000
 t (passos de Monte Carlo)
 0,1
 1
 |m|
 valor exato
 <
 9 / 23
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Atividade II: Repita a simulação anterior, mas para umarede de tamanho L = 10, também da temperatura inicial 2.0até 3.0 com incrementos na temperatura de 0.02.Resultados para L = 20 e L = 30 encontram-se nosarquivos isingL20.dat e isingL30.dat, respectivamente.
 Faça o gráfico da magnetização e suscetibilidade versustemperatura para L = 10,20 e 30. Lembrando: xmgrace-block isingL10.dat -bxy 1:COLUNA -block isingL20.dat -bxy1:COLUNA -block isingL30.dat -bxy 1:COLUNA, ondedeve-se usar 1:2 (1:3) para magnetização (suscetibilidade)versus temperatura.
 10 / 23
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Resultados
 Resultados para diferentes tamanhos de sistema;
 2 2,2 2,4 2,6 2,8 30
 0,2
 0,4
 0,6
 0,8 L=10
 L=20
 L=30
 L=40
 2 2,2 2,4 2,6 2,8 30
 5
 10
 15
 |m|
 T
 χ
 T
 À medida que L aumenta→ o máximo de χ aumenta e suaposição se desloca para esquerda→ evidência de umatransição de fase;Entretanto seu máximo é diferente do ponto críticoTc ≡ kBTc
 J = 2ln(1+
 √2)
 = 2.269....(Onsager);
 Como estimarmos o ponto crítico e expoentes críticos?
 11 / 23
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Teoria de escala finita
 Uma vez que é possível simularmos apenas sistemasfinitos, a teoria de escala finita nos permite localizar o pontocrítico e os expoentes críticos estudando sistemas finitos;
 Comprimento de correlação [ξ ∼ |t |−ν , sendo |t | ≡ T−TcTc
 ] élimitado pelo tamanho L finito do sistema→ correções deescala nas grandezas como magnetização, suscetibilidadee outras;
 Quando L/ξ >> 1 os efeitos de tamanho finito não serãoimportantes. Por outro lado, L/ξ << 1 comportamento emtorno do ponto crítico é afetado pelo tamanho finito;
 Ponto de partida→ supor que ξ “escala” com L de formaque podemos trabalhar com a razão L/ξ ∝ L|t |ν ou aindaL1/ν |t |;
 12 / 23
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Nas proximidades do ponto crítico supomos queML = ξ−β/ν f (L/ξ), χ = ξγ/νg(L/ξ), sendo f (x) e g(x) funçõesde escala a serem determinadas. Tendo em vista os limitespara L/ξ >> 1 e << 1, definimos as funções f e g de formaque ML = L−β/ν f (L1/ν |t |) e χ = Lγ/ν g(L1/ν |t |), onde f e gestão relacionadas com f e g,
 No ponto crítico (T = Tc ou |t | = 0) obtemos ML = L−β/ν f (0)e χ = Lγ/ν g(0), de forma que um gráfico di-log de ML e χversus L nos fornece os expoentes críticos β/ν e γ/ν,respectivamente.
 Mas como encontrar o ponto crítico T = Tc?
 13 / 23

Page 14
                        

A partir do resultado acima, podemos esperar queM2
 L = L−2β/νH(L1/ν |t |) e M4L = L−4β/νU(L1/ν |t |), sendo H(x) e
 U(x) funções ;
 É conveniente definirmos a quantidade UL = 1− 〈M4L 〉
 3〈M2L 〉2
 , uma
 vez que na criticalidade ela é dada por U0 = 1− U(0)
 3H(0), que é
 independente do tamanho do sistema. Para o modelo deIsing U0 ∼ 0.61;
 Para T < Tc e L >> ξ temos que UL = 2/3 quando L→∞.Quando T > Tc e L >> ξ, temos UL → 0 quando L→∞.Isso pode ser entendido tendo em vista que na fasedesordenada a distribuiçao de probabilidades PL(M)assoacidada a M é uma gaussiana de largura σ e centradaem M = 0. Neste caso temos que 〈M2
 L 〉 = σ e 〈M4L 〉 = 3σ2 e
 portanto UL → 0.
 Para L << ξ, o cumulante UL é uma função que varia“suavemente” com a temperatura. 14 / 23
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Dedução alternativa
 Vimos que ambos ξ e ML escalam com L e ξβ/ν ,respectivamente. Uma vez que P(ML) deve depender deL,M e T (por meio da dependência com ξ), assumimos arelação P(ML) = ξβ/νP(L/ξ,Mξβ/ν) ou ainda a expressãoP(ML) = Lβ/νP(L/ξ,MLβ/ν);
 A partir da expressão acima, se calcularmos o valor médioML =
 ∫|M|P(ML)dM chegaremos na expressão
 ML = L−β/ν f (L1/ν |t |), onde f (L1/ν |t |) =∫|x |f (L/ξ, x)dx ;
 Dessa forma, para qualquer potência de ML obtemosMn
 L = L−nβ/ν fn(L1/ν |t |) (onde fn(L1/ν |t |) é diferente em cadacaso), de onde reobtemos os resultados anteriores.
 15 / 23
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Estimativa de Tc
 Atividade III: Faça o gráfico de UL (5a coluna do arquivo dedados) versus a temperatura para L = 10, L = 20 e L = 30(arquivos isingL20.dat e isingL30.dat). Faça uma estimativade Tc e compare com o resultado exato.
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Estimativa de Tc
 Do cruzamento entre as diferentes curvas, obtemosTc = 2.27(1), em proximidade com o valor exatoTc = 2.269....;
 2,22 2,24 2,26 2,28 2,30,52
 0,56
 0,6
 0,64
 UL
 T
 Desafio II (para casa): Encontre o ponto crítico para omodelo de Ising na rede triangular. Este valor é igual ao darede quadrada? 17 / 23
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Atividade IV: Usando o xmgrace e o arquivo Tc.dat, façagráficos de ML versus L (1:2) e χL versus L (1:3) em T = Tc;
 Lembrando que ML ∼ L−β/ν e se tomarmos o logaritmoln ML = ln A− β/ν ln L, o expoente β/ν é obtido a partir docoeficiente angular;
 Idem para lnχL → lnχL = ln B + γ/ν ln L;
 18 / 23
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Estimativa dos expoentes críticos
 Obtemos os expoentes β/ν = 0.124(3) e γ/ν = 1.74(3), emconcordância com os valores exatos ν = 1, β = 1/8 eγ = 7/4.
 2 2,5 3 3,5 4-0,5
 -0,4
 -0,3
 -0,2
 2 2,5 3 3,5 4
 0
 1
 2
 3
 ln L
 ln χ
 ln L
 ln |m|
 <
 β/ν=0.124(3) γ/ν=1.74(3)
 >
 O procedimento acima pode ser generalizado para outrossistemas apresentando transições de fases e que nãoapresentam resultados exatos.
 19 / 23

Page 20
                        

Desafio III (para casa): Obtenha os expoentes críticos parao modelo de Ising na rede triangular. Os expoentes críticossão os mesmos da rede quadrada?
 Considere novamente as relaçoes de escala:ML = L−β/ν f (L1/ν |t |) e χ = Lγ/ν g(L1/ν |t |). Uma forma deestudarmos o alcance da validade das relações acimaconsiste em efetuarmos as transformações: M ′L = MLLβ/ν ,χ′L = χLL−γ/ν , T ′ = (T − Tc)L1/ν .
 Atividade V: De posse dos resultados para L = 10,20 e 30execute o código escalafinita.f para obter os dados paraT ′,M ′L e χ′L (1a, 2a e 3a colunas dos arquivos esctfL10.dat,esctfL20.dat e esctfL30.dat, respectivamente). Faça ográfico das saídas de dados e discuta suas expectativas.
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-8 -6 -4 -2 0 2 4
 T’
 0
 0,5
 1
 1,5
 ML’
 L=10
 L=20
 L=30
 -8 -6 -4 -2 0 2 4
 T’
 0
 0,02
 0,04
 χL’
 Colapso de dados é uma análise importante paraverificarmos não apenas a validade das relações de escala(e classe de universalidade), como também uma forma deestimarmos o ponto crítico com relativa precisão quando seconhece a classe de universalidade à qual pertence omodelo em estudo.
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Desafio IV (para casa): Faça o gráfico de M ′L versus T ′ e χ′Lversus T ′ para o modelo de Ising na rede triangular.
 Desafio V (para casa): Simule agora o modelo de Ising comcampo magnético mantendo a temperatura fixa. Comoficam os resultados se T < Tc e T > Tc? É necessárioconsiderarmos o módulo da magnetização neste caso?
 22 / 23
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