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Introdução à Cosmologia
 10. Equações de Friedmann
 Prof. Pieter [email protected]
 http://professor.ufabc.edu.br/~pieter.westera/Cosmo.html
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Cosmologia
 wikipedia: Cosmologia (do grego κοσμολογία, κόσμος="cosmos"/"ordem"/"mundo" + -λογία="discurso"/"estudo") é o ramo da astronomia que estuda a origem, estrutura e evolução do Universo a partir da aplicação de métodos científicos.
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Cosmologia Relativística
 A Cosmologia Relativística tem muito em comum com a Newtoniana (aulas 8 e 9), i. e. o princípio cosmológico, a batalha entre a expansão e a atração devido à massa contida no Universo (e mais algo?), mas trata destes assuntos usando a teoria da Relatividade (aulas 5 e 6).
 Por isto, surgirão fenômenos relativísticos, como contração/dilatação de comprimentos, tempo não-absoluto (que depende do referencial), redshift (cosmológico) e curvatura do espaço(-tempo).
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O Tempo Universal
 Começando com o tempo: Será que temos que formular uma cosmologia dependendo do referencial?
 Felizmente, dá para definir um referencial que se movimenta junto com as galáxias, com o chamado Hubble Flow.Na cosmologia existe um tipo de “referencial preferido”!
 O movimento de um objeto relativo a este referencial é chamado o seu movimento peculiar.
 Valores típicos para galáxias são de até 300 km/s.
 Dá para determinar o nosso movimento peculiar medindo o momento dipolo da temperatura do radiação de fundo no céu (=> mais tarde).O movimento peculiar do Sol é de ~371 km/s na direção do constelação do Leão.
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O Tempo Universal
 Definimos o tempo universal t, como o tempo decorrido desde o Big Bang neste referencial.
 A vantagem com esta escolha é, que as propriedades do Universo (fator de escala, densidades dos constituentes em grande escala) são iguais em todas as posições no mesmo t, ou seja são apenas uma função de t.
 Por exemplo, o redshift medida para uma galáxia distante é uma função (decrescente, no caso de um Universo em expansão desde o começo) do tempo universal na época da emissão da luz:
 z = z(t) <=> t = t(z)
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O Tempo Universal
 Definimos ainda:
 t0 := hoje, em redshift 0 (em geral, grandezas com
 índice 0 se referem ao valor atual da grandeza), da ordem de 13.8 Gyr
 O lookback time tL correspondendo a um tempo t é o tempo
 decorrido de t até hoje:
 tL = t
 0 – t
 O lookback time de uma galáxia observada com redshift z também é uma função deste:
 tL(z) = t
 0 – t(z)
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A Geometria do Espaço
 Geometria euclidiana
 Geometria elíptica
 Geometria hiperbólica
 E a curvatura do espaço?Como ela poderia ser?
 Para um Universo homogêneoe isotrópico, há basicamentetrês possibilidades:
 - Geometria plana ou euclidiana (Euclides, ~300 a. C.),
 - Geometria fechada ou elíptica, ou
 - Geometria aberta ou hiperbólica.
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Propriedades das diferentes Geometrias
 Geometria euclidiana
 Geometria elíptica
 Geometria hiperbólica
 Na geometria plana, linhas quesão paralelas em uma regiãocontinuam paralelas noespaço inteiro.
 Por um ponto P passaexatamente uma retaparalela a uma linha L(linha que não cruza L).
 A soma dos ângulos numtriângulo é 180°.
 A circunferência de um círculo(conjunto de pontos na distância r de um ponto, o centro) é 2πr, e a área contida nele, πr2.
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Propriedades das diferentes Geometrias
 Na geometria fechada,“retas” (na verdade,geodésicas, no caso,círculos máximos)“paralelas em uma região”se aproximam na distância.
 Por um ponto P passanenhuma linha paralelaa uma linha L.
 A soma dos ângulos numtriângulo é > 180°.
 A circunferência de um círculo é < 2πr,e sua área, < πr2.
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Propriedades das diferentes Geometrias
 Na geometria aberta,“retas” “paralelas em umaregião” se afastam nadistância.
 Por um ponto P passamais de uma linha paralelaa uma linha L.
 A soma dos ângulos numtriângulo é < 180°.
 A circunferência de um círculo é > 2πr,e sua área, > πr2.
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A Geometria do Espaço
 O nosso Espaço não é uma superfície (espaço 2D) dentro do espaço 3D, mas possivelmente um espaço 3D dentro de um espaço 4D, onde não temos acesso à quarta dimensão (neste caso a quarta dimensão não é o tempo), mas é análogo ao espaço 2D dentro do espaço 3D.
 Em princípio podemos determinar a geometria do nosso Espaço observando o comportamento de linhas paralelas na distância, medindo ângulos em triângulos (grandes) e/ou medindo circunferências ou áreas de círculos (também grandes), ou áreas de superfície ou volumes de esferas (grandes).
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A Métrica do Espaço Curvo
 Lembrete: A métrica do espaço plano (euclidiano):
 Em coordenadas cartesianas:3D: (dℓ)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2
 2D: (dℓ)2 = (dx)2 + (dy)2
 Em coordenadas esféricas/polares:3D: (dℓ)2 = (dr)2 + (r·dθ)2 + (r·sen θ · dφ)2
 = (dr)2 + r2·(dθ2 + sen2 θ · dφ2)2D: (dℓ)2 = (dr)2 + (r·dφ)2
 ou seja:(dℓ)2 = (dr)2 + (r·d”angular”)2
 dℓ
 r·dφ
 dφ
 φ
 dr
 r
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A Métrica do Espaço Curvo
 E se o nosso espaço 2D for, na verdade,uma esfera no espaço 3D com raio R, ouseja, tiver geometria elíptica ou fechada.
 Def. curvatura da esfera K := 1/R2
 Será que um ser 2D vivendo neste espaço e sem acesso à terceira dimensão consegue descobrir, que o mundo dele é curvo e determinar a curvatura?
 Sim! Medindo a circunferência de um círculo com raio D.
 Def. círculo: O conjunto de pontos com a mesma distância*, chamada raio, até um dado ponto, chamado centro do círculo.*Distância entre dois pontos num espaço curvo: ∫ds ao longo da geodésica que passa pelos dois pontos, aqui ao longo de um círculo máximo.
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A Métrica do Espaço Curvo
 Nosso ser espera medir a circunferência:
 Cesp
 = 2πD
 Porém, ele mede:
 Cmed
 = 2πR senθ = 2πR sen(D/R)
 Para determinar a curvatura realmente localmente, ele subtrai estes valores um do outro, multiplica por 3/πD3 e encolhe o círculo até raio zero:
 3/πD3 · (Cesp
 - Cmed
 ) = 3·(2πD - 2πR sen(D/R))/πD3 = = 6/D3 · {D - R·[D/R - 1/3! · (D/R)3 + 1/5! · (D/R)5 - ...]} = 1/R2 - 1/20 · D2/R4 + ...=> lim 3/πD3 · (C
 esp - C
 med) = 1/R2 = K
 D → 0

Page 15
                        

A Métrica do Espaço Curvo
 OComo esta curvatura afeta a métrica dℓ?
 Determinando dℓ no sistema de coorde-nadas polares (D,φ) centrado em O:
 (dℓ)2 = (dD)2 + (r·dφ)2 = (R·dθ)2 + (r·dφ)2
 Mas r = R senθ => dr = R cosθ dθ
 => R·dθ = dr/cosθ = Rdr/√R2-r2 = dr/√1-r2/R2 = dr/√1-Kr2
 => (dℓ)2 = (dr/√1-Kr2)2 + (r·dφ)2 = (dr/√1-Kr2 )2 + (r·d”angular”)2
 A parte radial da métrica é multiplicada por 1/√1-Kr2, onde K é a curvatura do espaço (2D).
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A Métrica do Espaço Curvo
 Em um mundo 2D com geometria hiperbólica,também chamada aberta,círculos têmcircunferências maiores que 2πD,e a curvatura é negativa.
 Num mundo plano (euclidiano), a curvaturaé nula (o raio de curvatura é infinito), e a métrica tem a forma (dℓ)2 = (dr)2 + (r·dφ)2, como esperado.
 Infelizmente, os termos Universo plano, fechado e aberto não são só usados para descrever a geometriaespacial, mas também para descrever o destino do Universo no tempo (em breve).
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A Métrica do Espaço Curvo
 Voltando à métrica do espaço curvo, vemos que, no caso de uma espaço 2D, a métrica é
 (dℓ)2 = (dr/√1-Kr2)2 + (r·dφ)2 = (dr/√1-Kr2 )2 + (r·d”angular”)2,
 onde K é a curvatura do espaço: K = 0 para um espaço com geometria plana, K > 0 para geometria elíptica e K < 0 para geometria hiperbólica.
 Analógicamente, a métrica de um espaço tridimensional curvo (ou plano para K = 0) é
 (dℓ)2 = (dr/√1-Kr2 )2 + (r·d”angular”)2
 = (dr/√1-Kr2 )2 + (r·dθ)2 + (r·sen θ · dφ)2.
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A Métrica do Espaço-Tempo Curvo
 Extendendo para o espaço-tempo, e levando em conta que, num Universo homogêneo e isotrópico (princípio cosmológico), o tempo corre à mesma taxa em todas as posições, isto é, a métrica não contém termos mistos como dx·dt, dy·dt, dz·dt, resp. dr·dt, dθ·dt ou dφ·dt.
 Se o Universo for estático (as suas propriedades, quantificadas por dℓ, não dependem do tempo t) obtemos:
 (ds)2 = (cdt)2 - (dℓ)2
 = (cdt)2 - (dr/√1-Kr2 )2 - (r·dθ)2 - (r·sen θ · dφ)2.
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A Métrica do Espaço-Tempo Curvo
 Porém, sabemos que o nosso Universo não é estático:
 dℓ = dℓ(t) eK = K(t).
 Pelas homogeneidade e isotropia podemos escrever dℓ(t) como:
 dℓ 2(t) = (dr(t)/√1-K(t)r(t)2 )2 + (r(t)·dθ)2 + (r(t)·sen θ · dφ)2
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A Métrica do Espaço-Tempo Curvo
 Definindo ainda:
 r(t) =: R(t)ω, ondeω = r(t
 0) “= r
 0” é chamado coordenada comovente
 (a distância atual até a galáxia de interesse), eR(t), fator de escala, R é basicamente o a definido na aula sobre cosmologia newtoniana, normalizado para o valor atual, R(t) ≡ a(t)/a
 0;
 obviamente, R0 = R(t
 0) = 1
 para um Universo em expansão, R(t) aumenta com o tempo.
 => dr(t) = dR(t)ω + R(t)dω
 Em dℓ(t), que é a parte espacial de ds(t) (t = const.), dR(t) = 0=> dr(t) = R(t)dω
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A Métrica do Espaço-Tempo Curvo
 Já que R é uma função crescente de t, e t, uma função decrescente de z, R deve ser uma função decrescente de z, que é fácil de determinar:
 Os comprimentos de onda de luz emitida em redshift z expandiram desde então, junto com o espaço, por um fator 1+z.
 => O fator de escala também aumentou por este fator:
 R0/R(z) = 1+z => R(z) = 1/(1+z)
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A Métrica do Espaço-Tempo Curvo
 O raio da curvatura do espaço aumenta com o fator de escala.=> A curvatura diminui com o quadrado do fator de escala:
 K(t) = k/R2(t), onde k = K(t0) é a curvatura hoje
 (poderíamos ter chamado de K0):
 k = 0: Universo planok > 0: Universo fechadok < 0: Universo aberto
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A Métrica do Espaço-Tempo Curvo
 Substituindo dℓ(t) (isto é, r(t) e dr(t)) e K(t) na métrica:
 (ds)2 = (cdt)2 - (dℓ(t))2
 = (cdt)2 - [(dr(t)/√1-K(t)r(t)2 )2 +(r(t)·dθ)2 +(r(t)·sen θ · dφ)2]
 = (cdt)2 - [(R(t)dω/√1-k/R2(t)·(R(t)ω)2 )2 + (R(t)ω·dθ)2 + (R(t)ω·sen θ · dφ)2]
 = (cdt)2 - R2(t)·[(dω/√1-kω2 )2 + (ω·dθ)2 + (ω·sen θ · dφ)2].
 Esta métrica, que descreve, então, o intervalo no espaço-tempo entre dois eventos num Universo homogêneo e isotrópico em grande escala, é chamada métrica de Robertson-Walker.
 “dℓ0
 2 ”
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A Métrica de Robertson-Walker
 Howard Percy Robertson Arthur Geoffrey Walker
 (ds)2 = (cdt)2 - R2(t)·[(dω/√1-kω2 )2 + (ω·dθ)2 + (ω·sen θ · dφ)2]
 A forma tensorial desta métrica em coordenadas (t, ω, θ, φ) é
 gμν
 = diag{c2, -R2(t)/(1-kω2), -R2(t)·ω2, -R2(t)·ω2·sen2 θ}
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A Equação de Friedmann Relativística
 Para saber, como a densidade de massa/energia (e mais algo?) em combinação com a taxa de expansão do Universo afetam a evolução dinâmica do Universo, temos que substituir esta métrica na Equação de Einstein: ,
 onde Tμν
 é o tensor de energia-momento, Rμν
 , o tensor de curvatura de Ricci, e R, o escalar de curvatura de Ricci.
 Aplicando conceitos de geometria diferencial (=> Cálculo Vetorial e Tensorial) chegamos na Equação de campo de Einstein, ou Equação de Friedmann relativística.
 Isto é feito em detalhes na disciplina Relatividade Geral.
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A Equação de Friedmann Relativística
 Obtemos:
 ou
 (tem numerosas maneiras de escrevé-la), ondeρ
 m = densidade de matéria (bariônica(comum) + Escura),
 ρrel
 = urel
 /c2 = densidade em componentes
 relativísticas (fótons e neutrinos) eρ = ρ
 m + ρ
 rel = densidade total.
 Exatamente a mesma que a dacosmologia newtoniana!!!
 Александр Фридман
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A Constante Cosmológica
 A dedução da Equação de Friedmannpermite introduzir mais um termo,contendo uma constante chamadaconstante cosmológico Λ, que pode serasociada a uma componente adicional(além das matéria e compomentesrelativísticas) de densidade constante,que chamaremos, por enquanto, deEnergia Escura.
 A densidade desta componente seria:
 ρΛ = Λc2/8πG
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A Constante Cosmológica
 Se Λ > 0, esta componente causariauma força repulsiva (=> daqui a pouco).
 Inicialmente, Einstein, acreditando numUniverso estacionário, tinha introduzidoa constante cosmológico paracontrabalancear as componentesatrativas (matéria e partículasrelativísticas).
 Quando Hubble descobriu a expansãodo Universo, a constante não era maisnecessária e Einstein a retirou,chamando a o “maior erro da vida” dele.
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A Equação de Friedmann Relativística
 Agora temos:
 ou
 comρ
 m = densidade de matéria (bariônica(comum) + Escura),
 ρrel
 = urel
 /c2 = densidade em componentes relativísticas
 (fótons e neutrinos) eρ
 Λ = Λc2/8πG = densidade da Energia Escura.
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Cosmologia Relativística
 A Equação de Einstein também deve ser usada para achar a versão relativística da Equação de Fluido(ou 1a lei da termodinâmica):
 d(R3ρ)/dt = -P/c2 · d(R3)/dt
 que felizmente também é a mesma que no caso newtoniano, só que agora
 ρ = ρm + ρ
 rel + ρ
 Λ e
 P = Pm + P
 rel + P
 Λ,
 onde Pm = 0 <=> w
 m = 0, P
 rel = ρ
 relc2/3 = u
 rel/3 <=> w
 rel = 1/3
 (=> 1a parte da disciplina) eP
 Λ = -ρ
 Λc2 <=> w
 Λ = -1 (! negativa para densidade positiva)
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Cosmologia Relativística
 Para um Universo que consiste de (ou é dominado por) apenas uma componente, a Equação de Fluido leva a(=> lista):
 R3(1+w)ρ = const. = ρ0
 para um Universo de matéria (wm = 0): ρ
 m = ρ
 m,0/R3
 de compontes relativísticas (wrel
 = 1/3): ρrel
 = ρrel,0
 /R4
 de Energia Escura (wΛ = -1): ρ
 Λ = const. = ρ
 Λ,0
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Cosmologia Relativística
 Multiplicando a Equação de Friedmann[(1/R · dR/dt)2 - 8πG/3 · ρ]·R2 = -kc2 por R, derivando no tempo e usando a de fluido para substituir o d(R3ρ)/dt que surge, e usando a de Friedmann de novo para eliminar o -kc2 (trabalho infinito) obtemos a Equação de Aceleração, d2R/dt2 = -4πG/3 · (ρ + 3P/c2) · R, ou
 que descreve a aceleração da expansão do Universo.
 ! Como já visto na parte newtoniana, pressão positiva (P
 rel) freia a expansão e pressão negativa (P
 Λ) a acelera.
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Cosmologia Relativística
 E se queremos usar o parâmetro de Hubble H(t) em lugar de dR/dt nas fórmulas?
 Já sabemos, que este parâmetro varia com o tempo.A “constante” de Hubble, H
 0 é apenas o valor atual.
 Como v(t) = dr(t)/dt = dR(t)/dt · ω,a Lei de Hubble dependente do tempo é:
 v(t) = H(t)r(t) = H(t)R(t)ω.
 => H(t) = 1/r(t) · v(t) = 1/ωR(t) · dR(t)/dt·ω = 1/R(t) · dR(t)/dt.
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Cosmologia Relativística
 Definindo a densidade crítica (=> em breve) comoρ
 c(t) = 3H2(t)/8πG, valor hoje: ρ
 c,0 = 3H
 0
 2/8πG,
 podemos definir o parâmetro de densidade da componente X: Ω
 X(t) ≡ ρ
 X(t)/ρ
 c(t) = 8πGρ
 X(t)/3H2(t)
 hoje: ΩX,0
 = ρX,0
 /ρc,0
 = 8πGρX,0
 /3H0
 2
 (exemplo ΩΛ = ρ
 Λ/ρ
 c = Λc2/3H2, Ω
 Λ,0 = ρ
 Λ/ρ
 c,0 = Λc2/3H
 02)
 O parâmetro da densidade total é Ω(t)≡Ωm(t)+Ω
 rel(t)+Ω
 Λ(t)
 hoje: Ω0 = Ω
 m,0 + Ω
 rel,0 + Ω
 Λ,0
 usando H(t) = 1/R(t)·dR(t)/dt, a equação de Friedman se torna H2(t)[1-(Ω
 m+Ω
 rel+Ω
 Λ)]R2(t) = H2(t)[1-Ω]R2(t) = -kc2
 hoje: H0
 2[1-(Ωm,0
 +Ωrel,0
 +ΩΛ,0
 )] = H0
 2 [1-Ω0] = -kc2
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Cosmologia Relativística
 => Se a densidade total, ρm + ρ
 rel + ρ
 Λ, é
 - menor que a densidade crítica => k < 0 => O Universo é aberto/hiperbólico
 - igual à densidade crítica => k = 0 => O Universo é plano/euclidiano
 - maior que a densidade crítica => k > 0 => O Universo é fechado/elíptico
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Cosmologia Relativística
 Juntando as constituentes do Universo
 Exprimindo a Equação de Aceleraçãod2R/dt2 = -4πG/3 · (ρ + 3P/c2) · Rem termos dos parâmetros de densidade (i = m, rel, Λ):d2R/dt2 = -4πG/3 · Σ
 i (ρ
 i + 3P
 i/c2) · R
 = -4πG/3 · Σi (ρ
 i + 3w
 i ρ
 ic2/c2) · R
 = -4πG/3 · Σi (1 + 3w
 i )ρ
 i · R
 = -4πG/3 · Σi (1 + 3w
 i )Ω
 i·ρ
 c · R
 = -4πG/3 · 2R·ρc · Σ
 i 0.5·(1 + 3w
 i )Ω
 i
 = -8πG/3 · R·(3H2/8πG) · Σi 0.5·(1 + 3w
 i )Ω
 i
 = -R·((dR/dt / R)2) · Σi 0.5·(1 + 3w
 i )Ω
 i
 = -(dR/dt)2 / R · Σi 0.5·(1 + 3w
 i )Ω
 i
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Cosmologia Relativística
 Juntando as constituentes do Universo
 Podemos definir uma grandeza útil chamada parâmetro de desaceleração:
 q(t) ≡ - R(t)·[d2R(t)/dt2]/[d R(t)/dt]2
 = ½ · Σi (1 + 3w
 i)Ω
 i(t) = 0.5·Ω
 m(t) + Ω
 rel(t) – Ω
 Λ(t)
 que quantifica a desaceleração da expansão e confirma que matéria e componentes relativísticos freiam a expansão e Energia Escura acelera a expansão.
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Cosmologia Relativística
 Como cada componente influencia a evolução do Universo?
 Sem Energia Escura (apenas matéria e componentes relativísticas), a Equação de Friedmann é a mesma que no caso newtoniano, ergo os resultados também devem ser iguais (=> 1a parte da disciplina), mas vamos relembrá-los mesmo assim.
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Cosmologia Relativística
 Um Universo só de Matéria
 Para matéria, a densidade ρ(z) é inversamente proporcional ao volume comovente, ou seja,a densidade comovente é constante:
 ρm(z) = (1+z)3ρ
 m,0 = R-3(t)ρ
 m,0, onde ρ
 m,0 = densidade atual
 e Ωm(t)/Ω
 m,0 = ρ
 m(t)/ρ
 m,0(t)·H
 0
 2/H2(t) = (1+z)3H0
 2/H2(t)
 A equação de Friedmann se torna:
 ou
 isto é zero (Universo plano), para ρ(t) = ρc(t) = 3H2(t)/8πG
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Cosmologia Relativística
 Um Universo só de Matéria
 Como evolui um Universo destes?
 => (dR/dt)2 - 8πGρm,0
 /3R = -kc2
 Para um Universo plano só de matéria, k = 0 e ρm,0
 = ρc,0
 ,
 isto é simples de resolver (=> IEDO):R
 plano = (6πGρ
 c,0)1/3 t2/3 = (3/2)2/3(t/t
 H)2/3,
 onde tH ≡ 1/H
 0 = tempo de Hubble => ρ
 m(t) prop. t -2
 Um Universo destes tem idade: tplano
 (z)= 2/(3(1+z)3/2) · tH
 => a idade atual é tplano,0
 = 2/3 · tH
 e podemos escrever Rplano
 = (t/tplano,0
 )2/3
 k > 0
 k < 0k = 0
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Cosmologia Relativística
 k > 0
 k < 0k = 0
 Um Universo só de Matéria
 Para um Universo não-plano, k ≠ 0,a equação diferencial é mais difícilde resolver:
 Em Universos fechados,k > 0 <=> ρ(t) > ρ
 c(t) <=> Ω(t) > 1
 obtemos (sem dedução)
 Para z = 0, isto nos dáa idade atual do Universo: < 2/3
 => Estes Universos recolapsam, e suas idades são menores que as de Universos planos com a mesma taxa de expansão atual (constante de Hubble).
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 k > 0
 k < 0k = 0
 Um Universo só de Matéria
 Em Universos abertos,k < 0, <=> ρ(t) < ρ
 c(t) <=> Ω(t) < 1,
 a soluçao é
 e a idade do Universo > 2/3
 Estes Universos expandem por sempre, e suas idades são maiores que as de Universos planos.
 Infelizmente, nos casos com k ≠ 0 não existe uma expressão simples para R(t).
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 k > 0
 k < 0k = 0
 Um Universo só de Matéria
 => Para Universos só de matéria,a geometria (que depende dadensidade de massa)determina o destino, isto é:
 - fechado na geometria significa fechado no tempo (recolapsa),
 - aberto na geometria significa aberto no tempo (expande por sempre) e
 - plano na geometria significa plano no tempo (caso limite entre os dois, naquele a taxa de expansão alcança 0 no infinito).
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 Um Universo só de Matéria
 O limite em alto redshift dos três casos:
 Ω0 < 1:
 Ω0 = 1: t
 plano(z) / t
 H = 2/(3(1+z)3/2)
 Ω0 > 1:
 é t(z) / tH = 2/(3(1+z)3/2Ω
 01/2)
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 Um Universo só de Matéria
 Juntando os resultados para a idadedo Universo em função do valoratual do parâmetro de densidade:
 Ω0 < 1:
 Ω0 = 1: t
 plano,0 / t
 H = 2/3
 Ω0 > 1:
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 Um Universo só de Matéria
 Combinando H2(t)[1-Ω(t)]R2(t) = -kc2 = H
 0
 2 [1-Ω0] (sl. 33)
 => H2(t)[1-Ω(t)] = H0
 2 [1-Ω0](1+z)2
 e Ωm(t)/Ω
 m,0 = Ω(t)/Ω
 0 = (1+z)3H
 0
 2/H2(t) (sl. 36)
 conseguimos determinar H(t) e Ω(t).Deixando os “(t)” de lado:Ω = 1 - H
 0
 2/H2·[1-Ω0](1+z)2 = Ω
 0(1+z)3H
 0
 2/H2
 => H2 = H0
 2(1+z)2(Ω0z + 1)
 e H2 = H0
 2 [1-Ω0](1+z)2/[1-Ω] = (1+z)3H
 0
 2Ω0/Ω
 => Ω = (1+z)Ω0/(1+Ω
 0z) = 1 + (Ω
 0-1)/(1+Ω
 0z)
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 Um Universo só de Matéria
 Ω = 1 + (Ω0-1)/(1+Ω
 0z)
 => Ω - 1 = Kc2/H2 = kc2/(dR/dt)2 não muda de sinal, ou seja:uma vez aberto, sempre aberto, ouuma vez fechado, sempre fechado, ouuma vez plano, sempre plano.
 => Para z -> ∞, Ω -> 1=> Ω evolui para longe de 1, quer dizer:o Universo se “curva” com o tempo, ou seja: Se o Universo era um pouco aberto no passado, ele está mais aberto hoje, ou se era um pouco fechado no passado, se “fechou mais”, resp. para ser plano hoje, deve ter sido muito plano no passado.
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 Um Universo só de Matéria
 “Ω evolui para longe de 1, quer dizer:o Universo se “curva” com o tempo”
 Parece contraditório, já que no slide 22 tinhamosK(t) = k/R2(t) => A curvatura diminui com o tempo.
 O raio da curvatura aumenta, sim, mas a escala do Universo aumenta junto, e a curvatura no sentido de “parâmetro de densidade da curvatura”1 - Ω = -kc2 / (dR/dt)2 = -kc2 / R2H2
 aumenta, isto é, a densidade se afasta cada vez mais da densidade crítica (do estado curvatura zero).
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 Como se comportam as partículas relativísticas(fótons e neutrinos)?
 A densidade vai com a quarta potência de (1+z), três pelo volume comovente, e um por causa do aumento do comprimento de onda, já que m = E/c2 = h/cλ:
 ρrel
 = R -4ρrel,0
 = (1+z)4ρrel,0
 A temperatura vai como R-1: T = R-1T0 = (1+z)T
 0
 e o fator de escala evolui: R(t) prop. t1/2
 => ρrel
 (t) prop. t -2 , T(t) prop. t -1/2
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 E a tal de Energia Escura?
 Já sabemos que ρΛ = Λc2/8πG = constante
 => a densidade comovente cresce como o volume, proporcional a R3.
 A energia potencial de uma esfera de raio r e massa m,U
 Λ ≡ -1/6·Λmc2r2 diminui quando r aumenta
 Isto gera uma força repulsiva que aumenta com r:F
 Λ = -∇U
 Λ = 1/3·Λmc2r => F
 Λ prop. r
 => Expansão acelerada
 Um Universo de Energia Escuraexpande exponencialmente (IEDO):
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 E a tal de Energia Escura?
 A Energia Escura é, às vezes,asociada com a “energia dovácuo”. Um nome melhor seriaenergia do estado fundamentaldo espaço.Segundo a teoria, o espaço“vazio” não é nada vazio:Consiste de partículas e anti-partículas sendo criadas e aniquilando-se constantemente. Só que a densidade de energia calculada para este estado é um fator 10120 maior, que a densidade da Energia Escura, talvez o maior erro já alcançado por uma teoria!Há tentativas de remediar isto, supondo que diferentes tipos de partículas (bósons e férmions) contribuem com sinal oposto, assim quase se cancelando (menos uma parte em 10120).
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 Juntando as constituentes do Universo
 Exprimindo as densidades das componentes em função de Ω
 X,0 e R, e substituindo -kc2 por H
 0
 2 (1-Ω0), a equação
 de Friedmann se torna uma equação diferencial para a evolução do fator de escala com o tempo:
 Transformada, ela dá o parâmetro de Hubble em função do redshift:
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 A expansão do Universo vai continuar por sempre?
 Isto depende do balanço entrevários fatores:
 - A taxa da expansão, H0.
 - A densidade da matéria:A atração gravitacional da matéria freiaa expansão.A partir de uma certa densidade,que num Universo de matéria é a densidade crítica, a gravitação consegue parar e reverter a expansão, resultando no recolapso do Universo (Big Crunch).
 - A Energia Escura, relacionada à constante cosmológica Λ,que tende a acelerar a expansão.Até recentemente, os cientístas acreditavam que Λ era 0.
 (- A componente relativística se torna desprezível logo depois do Big Bang.)
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 A expansão do Universo vai continuar por sempre?
 Ignorando a componenterelativística, que é desprezíveldepois de uma primeira fasedo Universo, podemos fazerum diagrama dos possíveisdestinos do Universo emfunção das densidades dematéria e Energia Escura.
 q 0 = 0.5·Ω m,0
 – Ω Λ,0 = 0
 Ω0 = Ω
 m,0 + ΩΛ,0 = 1
 t 0 = ∞
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 Esta expansão vai continuar por sempre?
 Medidas recentes (=> aulas Evidências) indicam que:
 - A matéria no Universo não chega nem perto da densidade necessária para parar e reverter a expansão.A matéria “comum” (átomos), também chamada de bariônica, equivale a apenas 5 % da densidade crítica.Além dela, parece existir uma matéria invisível, de outra natureza (p. e. partículas elementares ainda não detectadas), em quantidade 5 a 6 vezes maior do que a bariônica,chamada Matéria Escura não-bariônica.Juntas, as matérias bariônica e Escura não-bariônica equivalem a apenas da ordem de 31 % da densidade crítica.
 => O Universo continuará expandindo
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 Esta expansão vai continuar por sempre?
 - Pior ainda: A Energia Escura não é nada zero. Ela é da ordem de 69 % da densidade crítica.=> O Universo não só continuará expandindo, a expansão está acelerando!
 Juntas, as matérias bariônica e Escuranão-bariônica e a Energia Escuraequivalem à densidade crítica.
 => 95 % do Universo são de naturezadesconhecida !!!quer dizer: Matéria Escura eEnergia Escura
 O modelo cosmológico que contém todos estes ingredientes se chama ΛCDM (do inglês “Λ Cold Dark Matter”, o “Cold” (frio) explicarei na próxima aula), ou modelo padrão.
 26%
 Composição do Universo
 69%
 5%
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 Valores numéricos do modelo de melhor ajuste aos dados da radiação cósmica de fundo (=> aulas Evidências) do satélite Planck,combinados com reconstruções do efeito lente e outros dados:
 Constante de Hubble: H0 = 67.7 km/sMpc
 Temperatura atual da radiação de fundo: T0 = 2.725 K
 Idade do Universo: t0 = 13.8 bi. anos
 Densidade crítica hoje: ρc,0
 = 8.63·10-27 kg m-3
 Ωm,0
 = 0.31 => ρm,0
 = 0.31 ρc,0
 = 2.66·10-27 kg m-3
 Ωb,0
 = 0.05 => ρb,0
 = 4.2·10-28 kg m-3 (matéria bariônica)
 Ωrel,0
 = 9.1·10-5 => ρrel,0
 = 7.85·10-31 kg m-3
 ΩΛ,0
 = 0.69 => ρΛ,0
 = 5.96·10-27 kg m-3
 Ω0 = 1.0023 ± 0.0055 (compatível com Ω
 0 = 1, Universo plano)
 parâmetro de desaceleração hoje: q0 = -0.54
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 Juntando as constituentes do Universo
 Uma olhada mais detalhada naequação da evolução:
 - Para R pequeno (z alto,Universo jovem), o termo daspartículas relativísticas domina.
 - Para R grande, o termo da Energia Escura domina.
 - Para valores de R intermediários, a matéria domina.
 => O Universo tem/teve 3 épocas dinâmicas.
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 Juntando as constituentes do Universo
 Estes valores levam ao seguintecenário, chamado modelo ΛCDM,ou modelo padrão:
 Até zr,m
 ~ 3400 (=> lista), quando
 o Universo tinha ~50'000 anose ~9000 K, radiação (fótons)dominava o Universo.
 => Era da Radiação: R(t) prop. t1/2, ρ(t) prop. t-2, T(t) prop. t-1/2
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 Juntando as constituentes do Universo
 Na fase seguinte, matéria (bariônica e escura) dominava o Universo.=> Era da Matéria: R(t) prop. t2/3, ρ(t) prop. t -2
 A evolução do Universo nestas primeiras duas fases é adequadamente descrita pelos resultados da cosmologia newtoniana (1a parte), até o momento naquela a Energia Escura começa a influenciá-la.
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 Juntando as constituentes do Universo
 Em zm,Λ
 ~ 0.3 (=> lista),
 quando t ~ 10 Gyr,a Energia Escura começaa dominar (por sempre?).
 => Era Λ: R(t) cresceexponencialmente,ρ(t) constante.
 A aceleração da expansão começou em z ~ 0.3, então?
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 Juntando as constituentes do Universo
 Dêmos uma olhada na evolução de R(t) num Universo com matéria e Energia Escura (quando a contribuição das partículas relativísticas já virou desprezível).
 Matemática chata (=> livro) dá:
 Nos casos extremos obtemos (=> lista)
 - t << tH (quando ρ
 m >> ρ
 Λ):
 - t >> tH (quando ρ
 m << ρ
 Λ):
 como esperado.
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 Juntando as constituentes do Universo
 Usando esta fórmula ou aequação de aceleração,conseguimos mostrar (=> lista),que a aceleração da expansãojá começou em z ~ 0.65,quando o Universo tinha ~7.6 bi.anos de idade, da ordem demetade da idade atual.
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 Juntando as constituentes do Universo
 As densidadesdas componentesdo Universoem função do tempo.
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Observando um objeto com redshift z, que emitiu no tempo t(z) a luz chegando em nós agora.
 É intuitivo suspeitar que o objeto se encontra a uma distância de t
 Lc (t
 L = t
 0 - t = lookback time de z) já que a
 luz viajou pelo tempo tL com velocidade c até chegar em
 nós.
 Esta distância se chama distância de percurso da luz, uma medida de distância não muito usada.
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Porém, durante a viagemo espaço se expandiu,e um trecho que nummomento t' da viagem(t < t' < t
 0) era
 dℓ ' = │dω'/√1 - kω'2│= cdt'
 hoje é R0/R(t') · cdt' = cdt'/R(t'),
 e na época da emissão t eraR(t)/R(t') · cdt' (R(t) < R(t'))
 t0
 t
 tL
 dp(t)
 dp,0
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 Algumas medidas diferentes de distância
 => A distância até o objeto naépoca da emissão da luz,chamada distância própriaem t, d
 p(t), é menor que t
 Lc
 e pode ser encontradaintegrando:
 dp(t) = R(t) ∫
 0ω dω'/√1 - kω'2
 = R(t) ∫tt0 cdt'/R(t')
 t0
 t
 tL
 dp(t)
 dp,0
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 Algumas medidas diferentes de distância
 A distância própria hoje,também chamadadistância comovente(a mais usada medidade distância) é
 dp,0
 = ∫0
 ω dω'/√1 - kω'2
 = ∫tt0 cdt'/R(t')
 => dp(t) = R(t)·d
 p,0 = d
 p,0/(1+z)
 como esperado
 t0
 t
 tL
 dp(t)
 dp,0
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Resolvendo a integral (=> FUV) encontramos
 - para um Universo plano (k = 0): dp,0
 = ω
 - Universo fechado (k > 0): dp,0
 = 1/√k · sen-1 (ω√k) > ω
 - Universo aberto (k < 0): dp,0
 = 1/√|k| · senh-1 (ω√|k|) < ω
 Ainda bem que aparentemente o Universo é plano!
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Para obter uma expressão para dp,0
 (z), nos limitamos ao
 caso Universo plano*, onde dp,0
 (z) = ω(z).
 *Para o caso geral, consulte o livre, p. 1209 e 1210.
 Escrevendo R(t')dt' como R(dR/dt')/dR,
 dp,0
 = ∫tt0 cdt'/R(t') vira = c/H
 0 · I(z),
 onde
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Substituindo H(z') usando uma das versões da equação
 de Friedmann ( )
 obtemos
 onde q0 = 0.5·Ω
 m,0(t) + Ω
 rel,0(t) – Ω
 Λ,0(t) é o valor atual do
 parâmetro de desaceleração.
 expansão deTaylor em z'
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 Algumas medidas diferentes de distância
 A integral dá
 => para z << 1:
 dp,0
 = ω ≈ cz/H0 · (1 - ½(1+q
 0)z)
 Medindo o desvio de d(z) da Lei de Hubble, dá para determinar o parâmetro de desaceleração.
 Lei de Hubble para uma taxa de expansão constante (vale até z ≈ 0.13 )
 Lei de Hubble aprimorada
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Qual percurso tomaram os fótons que chegam em nós hoje, isto é, qual a função d
 p,0(t) ou d
 p(t)?
 Para simplificar, tomemos o Universo como plano e dominado por matéria, o que dá uma idea pelo menos qualitativa.
 Neste caso, R(t) = (t/t0)2/3
 => dp,0
 = ∫tt0 cdt'/R(t') = ct
 02/3 ∫
 tt0 t' -2/3 dt' = ct
 02/3 (3t
 01/3 - 3t1/3)
 = 3c(t0 - t
 02/3t 1/3) = 3ct
 0(1 - (t/t
 0)1/3) = 3ct
 0 - 3ct
 0(t/t
 0)1/3
 dp(t) = R(t)·d
 p,0 = (t/t
 0)2/3·3ct
 0(1-(t/t
 0)1/3) = 3ct
 0((t/t
 0)2/3 - (t/t
 0))
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Enquanto a distância comovente,d
 p,0 = 3ct
 0(1 - (t/t
 0)1/3)
 está diminuindo desde o começo(estamos falando de fótons indorumo Terra), em termos dedistância própria, inicialmente aexpansão afastou eles da Terra.
 A distância comovente máxima, a partir daquela fótons podem chegar em nós é d
 p,0(t = 0) = 3ct
 0, o que
 corresponde ao tamanho atual do Universo observável,ou a atual distância do horizonte (vide daqui a pouco).
 dp(t) = 3ct
 0((t/t
 0)2/3 - (t/t
 0))
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 Algumas medidas diferentes de distância
 A distância de luminosidade é definida como dL ≡ √L/4πF
 Como o fluxo diminui com o quadrado da distância própria mais um fator (1+z)2,um fator 1+z pela perda de energia de cada fóton, e mais um fator 1+z pela redução de frequência de chegada dos fótons (o espaço entre os fótons é esticado por 1+z),
 dL vira (1+z)·d
 p,0 = (1+z)2·d
 p(z) = (1+z)·ω (para Ω
 0 = 1).
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 Algumas medidas diferentes de distância
 => medindo as magnitudes aparentes m e os redshifts de velas padrão (objetos com magnitude absoluta M conhecida) consegue-se determinar, como
 dL = 10(m-M+5)/5 pc <=> m - M = 5 log
 10(d
 L/10 pc)
 depende de z, o que dá dicas sobre a evolução do fator de escala em função do tempo/redshift.
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 Algumas medidas diferentes de distância
 Para z << 1 vale (=> livro)
 m - M ≈ 42.38 - 5 log10
 (h) + 5 log10
 (z) + 1.086·(1-q0)z,
 onde h é a constante de Hubble em unidades de100 km s-1 Mpc-1, jeito de determinar q
 0.
 Fazendo isto com Supernovas tipo IA, descobriram a aceleração da expansão do Universo, e então,a Energia Escura (=> Aula Evidências).
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 A distância de diâmetro angular é
 dA ≡ D/θ = ω/(1+z) = d
 L/(1+z)2,
 onde D é o tamanho do objeto perpendicular à linha de visada na época da emissão, e θ, o tamanho angular observado.
 Em um Universo plano, isto dá
 dA = d
 p(t) = d
 p,0/(1+z)
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 Dependendo da geometria doUniverso, objetos de tamanhosiguais podem parecer maiores,quando mais longes,já que θ = D/d
 A = D/d
 p(z).
 => Observar os tamanhosangulares de objetos de tamanhosintrínsecos conhecidas (chamadasréguas padrão) em função doredshift dá dicas sobre a geometriado Universo.
 tamanho angular de um objetode tamanho D em função doseu redshift
 Ωm,0 = 0.3, ΩΛ,0
 = 0.7
 Universo plano
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 Usando esteefeito naobservação dasestruturas naradiação cósmicade fundo (=> aulaEvidências),consegue-seconfirmar, queo Universoé plano.
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 Resumo medidas diferentes de distânciaem um Universo plano
 - Distância de percurso da luz: tLc
 - Distância própria em t: dp(t) = R(t) ∫
 tt0 cdt'/R(t')
 - Distância própria hoje, ou distância comovente: d
 p,0(t) = R
 0 ∫
 tt0 cdt'/R(t') = d
 p(t)/R(t) = ω
 - Distância de luminosidade: dL ≡ √L/4πF = (1+z)·d
 p,0
 - de diâm. angular: dA ≡ D/θ = d
 L/(1+z)2 = d
 p = d
 p,0/(1+z)
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 Os Horizontes da Observação
 Pela velocidade finita da luz, há lugares causalmente desligados da Terra, quer dizer, de onde luz nunca chegou em nós (e vice-versa)
 A distância própria até o ponto observável mais distante,chamado horizonte de partículas, é a distância de horizonte,d
 h(t) = R(t) ∫
 0
 t c/R(t') dt'
 dh(t) é, então, o diâmetro da maior região causalmente
 ligada no tempo t.
 Logicamente dh(t) aumenta com o tempo.
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 Os Horizontes da Observação
 Na era da radiação, R(t) prop. t ½, R(t) = C·t ½
 => dh(t) = R(t) ∫
 0
 t c/R(t') dt' = C·t ½ ∫0
 t c/Ct' ½ dt'
 = c·t ½·[(½)-1·t' ½]t'=0
 t = 2ct.
 de maneira análoga obtemos pra era da matéria,quando R(t) prop. t 2/3 (lista): d
 h(t) = 3ct.
 Usando podemos escrever dh em
 função do redshift:
 Para z = 0 isto dá ~16 Gpc, o que significa que só con-seguiríamos observar objetos que atualmente se encon-tram até 16 Gpc de nós, se o Universo fosse só matéria.
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 Os Horizontes da Observação
 Na verdade, estamos numa fase,naquela a matéria e a EnergiaEscura contribuem pra evolução(podemos desprezar acomponente relativística), talque a integral a ser resolvida é
 um pouco mais complicado...
 Integração numérica resulta na curva em cima, e a atual distância de horizonte acaba sendo d
 h,0 = 14.6 Gpc.
 No futuro distante, dh aumantará como , igual como R(t).
 ~3ct
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 Os Horizontes da Observação
 É importante se dar conta, que, no Universo jovem, nas eras da radiação e da matéria, a distância de horizonte, d
 h,0, aumentou proporcional a t, mais rapidamente,
 do que o fator de escala R(t), prop. t½, resp. t2/3.
 => O Universo se tornou mais e mais causalmente ligado.
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 = 14.6 Gpc
 Os Horizontes da Observação
 Ilustração darelação entre opercurso dos fótons chegandoem nós hoje,e a distância dohorizonte.
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 Os Horizontes da Observação
 Para t→∞, enquantod
 h(t) prop.
 diverge,d
 h,0(t) = d
 h(t)/R(t) converge
 (R(t) também é prop. )para 19.3 Gpc, o que significa,que pontos que hoje ficamalém desta distância nuncaestarão observáveis daqui.
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 Os Horizontes da Observação
 Pior, com o tempo, objetos atual-mente observáveis se tornarãoinobserváveis, q. d. os seusredshifts tenderão ao infinito:a radiação emitida por eles ficarámais e mais vermelha e fraca,e a sua evolução se tornará infinitamente lenta.
 Só conseguiremos observá-los evoluir até uma certa idade máxima, que depende do seu redshift hoje.Exemplo: Nunca veremos as galáxias atualmente observadas com redshift ≥ 1.8 como elas estão hoje.
 O contato entre as galáxias cessará, e o Universo se tornará causalmente fragmentado.
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