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            ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0 Ασκήσεις προθέρμανσης Επιτόκια και παρούσα αξία. (οι παρακάτω ασκήσεις είναι από το βιβλίο του Sheldon Ross: An elementary introduction to mathematical finance, 2 nd ed.) 1. Ποιο είναι το πραγματικό επιτόκιο όταν το ονομαστικό επιτόκιο 10% a. ανατοκίζεται εξαμηνιαία b. ανατοκίζεται κάθε τρίμηνο c. ανατοκίζεται συνεχώς 2. Εστω ότι καταθέτετε τα χρήματα σας σε μια Τράπεζα η οποία πληρώνει ονομαστικό επιτόκιο 10% το χρόνο. Σε πόσο χρονικό διάστημα θα έχετε διπλασιάσει τα χρήματα σας εάν έχετε συνεχή ανατοκισμό? 3. Βρείτε έναν τύπο που να υπολογίζει τα χρόνια που χρειάζονται ώστε να τριπλασιάσετε το κεφάλαιο σας εάν το επιτόκιο που λαμβάνετε είναι r% ετήσια ανατοκιζόμενο 4. Τι ποσό πρέπει να επενδύετε στην αρχή κάθε μήνα τους επόμενους 60 μήνες ώστε να έχετε 1.000.000 στο τέλος της 5-ετίας, δεδομένου ότι το ετήσιο ονομαστικό επιτόκιο θα είναι σταθερό στο 6% και θα ανατοκίζεται μηνιαία? 5. Οι ετήσιες χρηματοροές μιάς επένδυσης είναι -1.000, -1.200, 800, 900, 800. Εάν κάποιος μπορεί είτε να δανεισθεί είτε να αποταμιεύσει χρήματα με ετήσιο επιτόκιο 6%, αξίζει να κάνει την επένδυση ή όχι? 6. Ένα πενταετές ομόλογο ονομαστικής αξίας 10.000 ευρώ με κουπόνι 10% κοστίζει 10.000 ευρώ και πληρώνει στον κάτοχο του 500 ευρώ κάθε έξι μήνες για πέντε χρόνια, με μια επιπρόσθετη τελική πληρωμή 10.000 ευρώ στο τέλος της πενταετίας. Βρείτε την παρούσα αξία του ομολόγου εάν τα επιτόκια είναι (i) 6%, (ii) 10%, (iii) 12% και υποθέτοντας μηνιαίο ανατοκισμό. 7. Έχετε τη δυνατότητα να εξοφλήσετε ένα δάνειο που είχατε πάρει, είτε πληρώνοντας 16.000 ευρώ σήμερα είτε πληρώνοντας 10.000 ευρώ σήμερα και 10.000 ευρώ μετά από 10 χρόνια. Ποιός τρόπος αποπληρωμής είναι προτιμότερος εάν το ονομαστικό συνεχώς ανατοκιζόμενο επιτόκιο είναι (i) 2%, (ii) 5%, (iii) 10%? 8. Εξηγείστε γιατί είναι λογικό να υποθέσουμε ότι (1+0,05/n) n είναι αύξουσα συνάρτηση του n για n=1,2,3,… 9. Μια τράπεζα πληρώνει ονομαστικό επιτόκιο 6%, συνεχώς ανατοκιζόμενο. Εάν καταθέσουμε 100 ευρώ, πόσος τόκος θα έχει συσσωρευθεί μετά από (i) 30 ημέρες, (ii) 60 ημέρες, (iii) 120 ημέρες? 10. Ας υποθέσουμε συνεχώς ανατοκιζόμενο επιτόκιο r. Σχεδιάζετε να δανεισθείτε 1.000 ευρώ σήμερα, 2.000 ευρώ ένα χρόνο από σήμερα, 3.000 ευρώ δύο χρόνια από σήμερα και στη συνέχεια να αποπληρώσετε και τα τρία δάνεια σε τρία χρόνια από σήμερα. Τι ποσό θα πρέπει να πληρώσετε? 11. Το ονομαστικό επιτόκιο είναι 5% ετήσια ανατοκιζόμενο. Τι ποσό πρέπει να πληρώσετε σήμερα ώστε να έχετε τις ακόλουθες ετήσιες χρηματοροές: 3, 5, - 6, 5 (η χρηματοροή -6 στην παραπάνω σειρά σημαίνει ότι θα πρέπει να πληρώσετε 6 σε τρία χρόνια από σήμερα) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0

Ασκήσεις προθέρµανσης

Επιτόκια και παρούσα αξία. (οι παρακάτω ασκήσεις είναι από το
βιβλίο του Sheldon Ross: An elementary introduction to mathematical
finance, 2nd ed.)

1. Ποιο είναι το πραγµατικό επιτόκιο όταν το ονοµαστικό επιτόκιο
10% a. ανατοκίζεται εξαµηνιαία b. ανατοκίζεται κάθε τρίµηνο c.
ανατοκίζεται συνεχώς

2. Εστω ότι καταθέτετε τα χρήµατα σας σε µια Τράπεζα η οποία
πληρώνει ονοµαστικό επιτόκιο 10% το χρόνο. Σε πόσο χρονικό διάστηµα
θα έχετε διπλασιάσει τα χρήµατα σας εάν έχετε συνεχή
ανατοκισµό?

3. Βρείτε έναν τύπο που να υπολογίζει τα χρόνια που χρειάζονται
ώστε να τριπλασιάσετε το κεφάλαιο σας εάν το επιτόκιο που λαµβάνετε
είναι r% ετήσια ανατοκιζόµενο

4. Τι ποσό πρέπει να επενδύετε στην αρχή κάθε µήνα τους
επόµενους 60 µήνες ώστε να έχετε 1.000.000 στο τέλος της 5-ετίας,
δεδοµένου ότι το ετήσιο ονοµαστικό επιτόκιο θα είναι σταθερό στο 6%
και θα ανατοκίζεται µηνιαία?

5. Οι ετήσιες χρηµατοροές µιάς επένδυσης είναι -1.000, -1.200,
800, 900, 800. Εάν κάποιος µπορεί είτε να δανεισθεί είτε να
αποταµιεύσει χρήµατα µε ετήσιο επιτόκιο 6%, αξίζει να κάνει την
επένδυση ή όχι?

6. Ένα πενταετές οµόλογο ονοµαστικής αξίας 10.000 ευρώ µε
κουπόνι 10% κοστίζει 10.000 ευρώ και πληρώνει στον κάτοχο του 500
ευρώ κάθε έξι µήνες για πέντε χρόνια, µε µια επιπρόσθετη τελική
πληρωµή 10.000 ευρώ στο τέλος της πενταετίας. Βρείτε την παρούσα
αξία του οµολόγου εάν τα επιτόκια είναι (i) 6%, (ii) 10%, (iii) 12%
και υποθέτοντας µηνιαίο ανατοκισµό.

7. Έχετε τη δυνατότητα να εξοφλήσετε ένα δάνειο που είχατε
πάρει, είτε πληρώνοντας 16.000 ευρώ σήµερα είτε πληρώνοντας 10.000
ευρώ σήµερα και 10.000 ευρώ µετά από 10 χρόνια. Ποιός τρόπος
αποπληρωµής είναι προτιµότερος εάν το ονοµαστικό συνεχώς
ανατοκιζόµενο επιτόκιο είναι (i) 2%, (ii) 5%, (iii) 10%?

8. Εξηγείστε γιατί είναι λογικό να υποθέσουµε ότι (1+0,05/n)n
είναι αύξουσα συνάρτηση του n για n=1,2,3,…

9. Μια τράπεζα πληρώνει ονοµαστικό επιτόκιο 6%, συνεχώς
ανατοκιζόµενο. Εάν καταθέσουµε 100 ευρώ, πόσος τόκος θα έχει
συσσωρευθεί µετά από (i) 30 ηµέρες, (ii) 60 ηµέρες, (iii) 120
ηµέρες?

10. Ας υποθέσουµε συνεχώς ανατοκιζόµενο επιτόκιο r. Σχεδιάζετε
να δανεισθείτε 1.000 ευρώ σήµερα, 2.000 ευρώ ένα χρόνο από σήµερα,
3.000 ευρώ δύο χρόνια από σήµερα και στη συνέχεια να αποπληρώσετε
και τα τρία δάνεια σε τρία χρόνια από σήµερα. Τι ποσό θα πρέπει να
πληρώσετε?

11. Το ονοµαστικό επιτόκιο είναι 5% ετήσια ανατοκιζόµενο. Τι
ποσό πρέπει να πληρώσετε σήµερα ώστε να έχετε τις ακόλουθες ετήσιες
χρηµατοροές: 3, 5, -6, 5 (η χρηµατοροή -6 στην παραπάνω σειρά
σηµαίνει ότι θα πρέπει να πληρώσετε 6 σε τρία χρόνια από
σήµερα)


	
12. Έστω r το ετήσια ανατοκιζόµενο ονοµαστικό επιτόκιο. Για
ποιες τιµές του r είναι οι ετήσιες χρηµατοροές 20, 10 προτιµότερες
από τις ετήσιες χρηµατοροές 0, 34?

13. Βρείτε το απαραίτητο χρονικό διάστηµα ώστε µια κατάθεση
1.000 ευρώ να αυξηθεί σε 1.500 ευρώ εάν το ονοµαστικό συνεχώς
ανατοκιζόµενο επιτόκιο είναι 6%

14. Υποθέτοντας συνεχή ανατοκισµό µε επιτόκιο r να βρεθεί ποια
είναι η παρούσα αξία µιας σειράς από χρηµατοροές οι οποίες
πληρώνουν το ποσό Α σε κάθε µια από τις χρονικές στιγµές s, s+t,
s+2t, …?

15. Έστω D(t) το ποσό που θα έχετε στον καταθετικό σας
λογαριασµό τη χρονική στιγµή t εάν καταθέσετε το ποσό D τη χρονική
στιγµή 0 και το επιτόκιο είναι r συνεχώς ανατοκιζόµενο.

a. Επιχειρηµατολογείστε γιατί για µικρό h ισχύει ότι
D(t+h)≈D(t)+rhD(t) b. Χρησιµοποιείστε το a. για να εξηγήσετε γιατί
D’(t) =rD(t) c. Χρησιµοποιείστε το b. για να συνάγετε ότι
D(t)=Dert

16. Είναι δυνατό να πούµε ποια από τις παρακάτω σειρές ετήσιων
χρηµατοροών είναι προτιµότερη εάν δεν γνωρίζουµε το επιτόκιο?

a. 100, 140, 131 b. 90, 160, 120

17. Για µια αρχική επένδυση 20 ευρώ θα εισπράξετε µετά από
κάποια χρονική περίοδο, είτε το ποσό 10 µε πιθανότητα 0,3 είτε το
ποσό 40 µε πιθανότητα 0,7. Ποια είναι η µέση τιµή (αναµενόµενη
τιµή) της απόδοσοης αυτής της επένδυσης?

18. Ένα οµόλογο µηδενικού κουπονιού µε ονοµαστική αξία F
πληρώνει στον κάτοχο του το ποσό F στη λήξη του. Υποθέτοντας
συνεχώς ανατοκιζόµενο επιτόκιο 8%, βρείτε την παρούσα αξία ενός
οµολόγου µηδενικού κουπονιού µε ονοµαστική αξία F=1.000 το οποίο
λήγει (ωριµάζει) σε 10 χρόνια

19. Βρείτε την απόδοση µιας διετούς επένδυσης η οποία για µια
αρχική τοποθέτηση 1.000 ευρώ πληρώνει 500 ευρώ σε ένα χρόνο από
σήµερα ενώ σε δύο χρόνια από σήµερα πληρώνει (i) 300 (ii) 500 (iii)
700?

20. Επαναλάβετε την προηγούµενη άσκηση αντιστρέφοντας τη σειρά
που λαµβάνονται οι πληρωµές

21. Θεωρείστε µια σειρά από χρηµατοροές c0, c1,…,cn , όπου ci-1
a. Υπάρχει µοναδική λύση της εξίσωσης P(r)=0 b. P(r) δεν είναι κατ’
ανάγκη µονότονη συνάρτηση του r

22. Έστω ότι µορείτε να δανεισθείτε χρήµατα µε ετήσιο επιτόκιο
8% αλλά να καταθέσετε (αποταµιεύσετε) χρήµατα µε ετήσιο επιτόκιο
µόνο 5%. Εάν ξεκινήσετε µε µηδενικό κεφάλαιο και οι ετήσιες
χρηµατοροές µιας επένδυσης που κάνετε είναι -1.000, 900, 800,
-1.200, 700, θα πρέπει να επενδύσετε ή όχι?


	
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 Χρηµατοοικονοµικές Αγορές και Επενδύσεις Κάποιες
στοιχειώδεις βασικές έννοιες Οι χρηµατοοικονοµικές αγορές είναι το
σύνολο των θεσµικών διακανονισµών που διευκολύνουν τη µεταφορά
κεφαλαίων µεταξύ των επενδυτών. Τα είδη των χρηµατοοικονοµικών
επενδύσεων:

1. Μετοχές (Equities) a. Κοινές µετοχές (common stock)

i. Αντιπροσωπεύουν κεφάλαια που έχουν δοθεί στην εταιρεία και
για τα οποία δεν υπάρχει νοµική δέσµευση επιστροφής τους

ii. Αντιπροσωπεύουν δικαιώµατα ιδιοκτησίας της εταιρείας iii. Οι
κάτοχοι των µετοχών λέγονται µέτοχοι και είναι οι

ιδοκτήτες της εταιρείας iv. ∆ιαπραγµατεύονται στην
κεφαλαιαγορά

b. Προνοµιούχες µετοχές (preferred stock) i. Έχουν απαιτήσεις
στα κέρδη της εταιρείας και στα

περιουσιακά στοιχεία της εταιρείας µε προτεραιότητα έναντι των
κατόχων κοινών µετοχών

ii. Ενίοτε οι κάτοχοι προνοµιούχων µετοχών έχουν το δικαίωµα να
λαµβάνουν µόνο κάποιο συγκεκριµένο ποσοστό από τα κέρδη

iii. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά c. Εγγυήσεις
(warrants)

i. Είναι αξιόγραφα που εκδίδονται από την εταιρεία και δίνουν
στον κάτοχο τους το δικαίωµα να αποκτήσει µετοχές της εταιρείας (ή
και κάποιας άλλης εταιρείας) σε µια προκαθορισµένη τιµή και εντός
ενός προκαθορισµένου χρονικού διαστήµατος

ii. Τα δικαιώµατα (rights) είναι βραχυπρόθεσµες εγγυήσεις που
µοιράζονται στους µετόχους αντί για µέρισµα. Ο στόχος τους είναι να
υποχρεωθού οι µέτοχοι να ασκήσουν τα δικαιώµατα τους ώστε η
εταιρεία να συγκεντρώσει κεφάλαια.

iii. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά 2. Αξιόγραφα σταθερού
εισοδήµατος (Fixed income securities)

i. Είναι αξιόγραφα που υπόσχονται στον κάτοχο τους συγκεκριµένες
πληρωµές σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές.

b. Κάποιες προνοµιούχες µετοχές c. Χρεόγραφα

i. Οµόλογα 1. Είναι ένα αξιόγραφο που αποτελεί απόδειξη χρέους
του

εκδότη του οµολόγου προς τον κάτοχο του οµολόγου 2.
∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά

ii. Εργαλεία της χρηµαταγοράς 1. Είναι χρεόγραφα µε αρχική
διάρκεια ωρίµανσης

µικρότερη από ένα έτος


	
2. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά 3. Παράγωγα
(Derivatives)

i. Ένα παράγωγο έιναι ένα συµβόλαιο που καθορίζει τις συνθήκες
κάτω από τις οποίες, οι αντισυµβαλλόµενοι ανταλλάσσουν περιουσιακά
στοιχεία (συµπεριλαµβανοµένων και χρηµάτων) κατά τη διάρκεια της
ζωής του συµβολαίου

ii. Αν και τα παράγωγα συµβόλαια καθορίζουν τον τρόπο που θα
ανταλλαγούν διάφορες ποσότητες, το ύψος κάποιων από αυτές τις
ποσότητες δεν είναι γνωστό εκ των προτέρων.

b. ∆ικαιώµατα (Options) i. Ένα δικαίωµα είναι ένα συµβόλαιο το
οποίο δίνει στον κάτοχο

του έναντι µιάς αµοιβής το δικαίωµα να πράξει µε κάποιο τρόπο
εφόσον αυτό είναι προς το συµφέρον του

c. Συµβόλαια µελλοντικής εκπλήρωσης (Futures) i. Είναι
τυποποιηµένα συµβόλαια σύµφωνα µε τα οποία ο

πωλητής του συµβολαίου αναλαµβάνει την υποχρέωση να παραδώσει
στον αγοραστή του συµβολαίου κάποια προκαθορισµένη ποσότητα ενός
περιουσικού στοιχείου έναντι προκαθορισµένου χρηµατικού ποσού σε
προκαθορισµένη µελλοντική στιγµή και ο αγοραστής του συµβολαίου
αναλαµβάνει να παραλάβει το περιουσιακό στοιχείο και να πληρώσει
στον πωλητή του συµβολαίου το προκαθορισµένο χρηµατικό ποσό.

d. Προθεσµιακά συµβόλαια (Forwards) e. Ανταλλαγές (Swaps)

i. Είναι συµβόλαια σύµφωνα µε τα οποία οι δύο αντισυµβαλλόµενοι
συµφωνούν να ανταλλάσσουν πληρωµές κάποιου είδους σε περιοδική βάση
για κάποιο προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα.

f. Εγγυήσεις (Warrants) 4. Χρήµα (Money)

i. Είναι οτιδήποτε χρησιµοποιείται ως µέσο συναλλαγής b.
Νοµίσµατα και χαρτονοµίσµατα c. Καταθέσεις και τραπεζογραµµάτια


	
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Παράγωγα 2.1 Εισαγωγή Ένα παράγωγο συµβόλαιο είναι ένα αξιόγραφο
η αξία του οποίου εξαρτάται από τις αξίες άλλων «πιο βασικών»
υποκείµενων µεταβλητών. Τα παράγωγα συµβόλαια είναι επίσης γνωστά
και µε τον όρο «ενδεχόµενες (ή υπό όρους) απαιτήσεις» ή και
«συγκυριακά συµβόλαια». Σε κάθε παράγωγο συµβόλαιο υπάρχουν δύο
αντισυµβαλλόµενοι, ο «αγοραστής» του συµβολαίου και ο «πωλητής» του
συµβολαίου. Αντίστοιχα δηµιουργούνται δύο αντίθετες θέσεις στο
συµβόλαιο, η “long” θέση και η “short” θέση. Συνήθως οι υποκείµενες
µεταβλητές των παραγώγων συµβολαίων είναι οι τιµές εµπορεύσιµων
αξιόγραφων, π.χ. ένα δικαίωµα επί µιας µετοχής είναι ένα αξιόγραφο
που η αξία του εξαρτάται από την τιµή της υποκείµενης µετοχής. Όµως
τα παράγωγα συµβόλαια µπορούν να έχουν ως υποκείµενη µεταβλητή
σχεδόν οτιδήποτε, από την τιµή του χρυσού έως το ύψος του χιονιού
σε ένα χιονοδροµικό κέντρο έως την ποσότητα των αιωρουµένων
σωµατιδίων στο κέντρο της πόλης, έως την τιµή άλλων παραγώγων
κλπ.


	
2.2. Βασικά είδη παραγώγων συµβολαίων 2.2.1 Προθεσµιακά
συµβόλαια Ένα προθεσµιακό συµβόλαιο (forward contract) είναι ένα
συµβόλαιο σύµφωνα µε το οποίο οι δύο αντισυµβαλλόµενοι συµφωνούν
έτσι ώστε ο αγοραστής υποχρεούται να αγοράσει από τον πωλητή (και ο
πωλητής υποχρεούται να πουλήσει στον αγοραστή) ένα περιουσιακό
στοιχείο σε µια προσυµφωνηµένη µελλοντική στιγµή και σε µια
προσυµφωνηµένη τιµή. Λέµε ότι ο αγοραστής του συµβολαίου έχει µια
long θέση στο συµβόλαιο ενώ ο πωλητής έχει µια short θέση στο
συµβόλαιο. Η προσυµφωνηµένη τιµή στο προθεσµιακό συµβόλαιο για αυτή
την µελλοντική αγοραπωλησία ονοµάζεται τιµή παράδοσης (delivery
price). Η προσυµφωνηµένη χρονική στιγµή στο προθεσµιακό συµβόλαιο
κατά την οποία θα λάβει χώρα αυτή η µελλοντική αγοραπωλησία
ονοµάζεται χρόνος ωρίµανσης (time of maturity) του συµβολαίου. Μια
βασική µεταβλητή που επηρεάζει την αξία του συµβολαίου είναι η
τρέχουσα τιµή του υποκείµενου περιουσιακού στοιχείου στο οποίο
αναφέρεται το συµβόλαιο. Κατά τη στιγµή της συµφωνίας η τιµή
παράδοσης του προθεσµιακού συµβολαίου επιλέγεται έτσι ώστε το
συµβόλαιο να έχει µηδενική αξία τόσο για τον αγοραστή όσο και για
τον πωλητή του συµβολαίου. Μετά από τη στιγµή της συµφωνίας η αξία
του συµβολαίου αρχίζει και µεταβάλλεται (οπότε γίνεται θετική για
τον ένα αντισυµβαλλόµενο και αρνητική για τον άλλο). Η προθεσµιακή
τιµή (forward price) ενός προθεσµιακού συµβολαίου ορίζεται ως η
τιµή παράδοσης που θα έκανε το συµβόλαιο να έχει µηδενική αξία. Για
παράδειγµα ο Α συφωνεί να πουλήσει στον Β (και ο Β συµφωνεί να
αγοράσει από τον Α) 100.000 λίτρα πετρελαίου σε 1 έτος από σήµερα
προς 0,68$ το λίτρο. Ας υποθέσουµε ότι η σηµερινή τιµή του ενός
λίτρου πετρελαίου είναι 0,65$. Η τιµή 0,68$ ανά λίτρο είναι η τιµή
παράδοσης του πετρελαίου σε ένα έτος από σήµερα. ∆ηλαδή σε ένα έτος
από σήµερα ο αγοραστής θα πληρώσει 68.000$ στον πωλητή και θα
παραλάβει 100.000 λίτρα πετρέλαιο. Εάν σε ένα έτος από σήµερα η
τιµή του πετρελαίου έχει ανέβει στο 1$ ανά λίτρο, ο αγοραστής θα
είναι κερδισµένος (και ο πωλητής ζηµιωµένος) κατά 32.000$. Αντίθετα
εάν σε ένα έτος από σήµερα η τιµή του πετρελαίου είναι 0,50$ ανά
λίτρο τότε ο αγοραστής θα είναι ζηµιωµένος (και ο πωλητής
κερδισµένος) κατά 18.000$. Ας υποθέσουµε τώρα ότι την επόµενη ηµέρα
της συµφωνίας η τιµή του πετρελαίου ανέβηκε από τα 0,65$ ανά λίτρο
στο 1$ ανά λίτρο. Εάν οι δύο αντισυµβαλλόµενοι είχαν κάνει τη
συµφωνία τους την επόµενη µέρα τότε δεν θα είχαν συµφωνήσει σε τιµή
παράδοσης 0,68$ αλλά σε µια άλλη τιµή, ας πούµε 1,05$ ανά λίτρο.
Τώρα το προθεσµιακό συµβόλαιο της προηγούµενης ηµέρας έχει ήδη
θετική αξία για τον αγοραστή και αρνητική αξία για τον πωλητή.
∆ηλαδή την επόµενη ηµέρα η προθεσµιακή τιµή του συµβολαίου είναι
1,05$ ανά λίτρο. ∆ηλαδή τα προθεσµιακά συµβόλαια που συµφωνούνται
αυτή την ηµέρα έχουν τιµή παράδοσης 1,05$ ανά λίτρο. Ο Α που
αγόρασε το συµβόλαιο την προηγούµενη


	
ηµέρα είναι σαφώς κερδισµένος (αυτή τη συγκεκριµένη ηµέρα (για
αργότερα δεν ξέρουµε τι θα συµβεί)). Αξία των forward συµβολαίων τη
στιγµή της ωρίµανσης τους (= τη στιγµή της λήξης του συµβολαίου)
Έστω Κ η τιµή παράδοσης ενός forward και Τ η ηµεροµηνία ωρίµανσης
του συµβολαίου. Έστω επίσης ST η τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη
στιγµή Τ. Ας δούµε ποια είναι η αξία κάθε µιας από τις δύο δυνατές
θέσεις στο forward κατά τη χρονική στιγµή ωρίµανσης του forward
συµβολαίου. Αξία στη λήξη: Θέση Long: ST – K Θέση Short: K - ST Τα
επόµενα διαγράµµατα δείχνουν την τελική αξία αυτών των θέσεων ως
συνάρτηση της τιµής ST του υποκείµενου στοιχείου.

Αξία προθεσµιακού συµβολαίου τη στιγµή της ωρίµανσης (θέση
LONG)
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Αξία προθεσµιακού συµβολαίου τη στιγµή της ωρίµανσης (θέση
SHORT)
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2.2.2 ∆ικαιώµατα προαίρεσης (Options) Τα δικαιώµατα προαίρεσης
επί µετοχών διαπραγµατεύθηκαν για πρώτη φορά σε οργανωµένα
χρηµατιστήρια το 1973. Τα υποκείµενα στοιχεία µπορεί να είναι
µετοχές, χρηµατιστηριακοί δείκτες, συνάλλαγµα, εργαλεία χρέους,
πρώτες ύλες, άλλα παράγωγα κλπ. ∆ύο βασικά είδη: ∆ικαίωµα
προαίρεσης αγοράς (call option) Ένα call option (Ευρωπαϊκού τύπου)
επί ενός υποκείµενου στοιχείου Α, µε τιµή εξάσκησης Κ και
ηµεροµηνία λήξης Τ, παρέχει στον κάτοχο του το δικαίωµα να αγοράσει
το υποκείµενο στοιχείο Α στην τιµή Κ τη χρονική στιγµή Τ. Ένα call
option (Αµερικάνικου τύπου) επί ενός υποκείµενου στοιχείου Α, µε
τιµή εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ, παρέχει στον κάτοχο του το
δικαίωµα να αγοράσει το υποκείµενο στοιχείο Α στην τιµή Κ µέχρι τη
χρονική στιγµή Τ. ∆ικαίωµα προαίρεσης πώλησης (put option) Ένα put
option (Ευρωπαϊκού τύπου) επί ενός υποκείµενου στοιχείου Α, µε τιµή
εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ, παρέχει στον κάτοχο του το
δικαίωµα να πουλήσει το υποκείµενο στοιχείο Α στην τιµή Κ τη
χρονική στιγµή Τ. Ένα put option (Αµερικάνικου τύπου) επί ενός
υποκείµενου στοιχείου Α, µε τιµή εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης
Τ, παρέχει στον κάτοχο του το δικαίωµα να πουλήσει το υποκείµενο
στοιχείο Α στην τιµή Κ µέχρι τη χρονική στιγµή Τ. Ένα option έχει
δύο αντισυµβαλλόµενους, τον αγοραστή και τον πωλητή. Ο αγοραστής
του δικαιώµατος πληρώνει ένα ποσό (premium, ασφάλιστρο) στον πωλητή
του δικαιώµατος και αποκτά τη δυνατότητα να εξασκήσει το δικαίωµα
(χωρίς όµως να είναι υποχρεωµένος) κατά το χρόνο εξάσκησης. Ο
αγοραστής του δικαιώµατος λέµε ότι έχει µια θέση long στο δικαίωµα.
Ο πωλητής του δικαιώµατος εισπράττει το premium προκαταβολικά και
αναλαµβάνει την υποχρέωση να ικανοποιήσει τον αγοραστή σύµφωνα µε
τους όρους του δικαιώµατος όταν και εφόσον ο αγοραστής αποφασίσει
να εξασκήσει το δικαίωµα. Ο πωλητής του δικαιώµατος λέµε ότι έχει
µια θέση short στο δικαίωµα. Άρα παρατηρούµε τέσσερις δυνατές
θέσεις στα βασικά είδη δικαιωµάτων:

1. long call 2. short call 3. long put 4. short put

Από εδώ και στο εξής όταν λέµε option (ή δικαίωµα) θα εννοείται
ότι αναφερόµαστε σε option Ευρωπαϊκού τύπου, εκτός εάν ρητά
αναφέρεται το αντίθετο. Αξία των δικαιωµάτων στη λήξη Έστω Κ η τιµή
εξάσκησης ενός option και Τ η ηµεροµηνία λήξης. Έστω επίσης ST η
τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή Τ.


	
Ας δούµε ποια είναι η αξία κάθε µιας από τις τέσσερις δυνατές
θέσεις σε δικαιώµατα κατά την ηµεροµηνία λήξης του δικαιώµατος.
Long call: max (ST – K, 0) Short call: - max (ST – K, 0) = min (K -
ST, 0) Long put: max (K - ST, 0) Short put: - max (K - ST, 0) = min
(ST – K, 0) Τα επόµενα διαγράµµατα δείχνουν την τελική αξία αυτών
των θέσεων ως συνάρτηση της τιµής ST του υποκείµενου στοιχείου.

Αξία στη Λήξη

ST

Αξία της θέσης

Long call

K

Αξία στη Λήξη

ST

Αξία της θέσης

Short Call

K

ST = αξία του υποκείµενου στοιχείου στη λήξη Κ= τιµή
εξάσκησης

ST = αξία του υποκείµενου στοιχείου στη λήξη Κ= τιµή
εξάσκησης


	
Αξία στη Λήξη
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Αξία της θέσης

Short put

K

Κέρδος (ζηµία) των δικαιωµάτων στη λήξη Ένας επενδυτής που
αγοράζει ένα δικαίωµα πληρώνει ένα pδικαιώµατος (έστω p). Τότε το
κέρδος ή η ζηµία στη λήξη µε τη θέση που έχει ο αντισυµβαλλόµενος
δίνεται από ταπεικονίζεται στα διαγράµµατα που ακολουθούν. Long
call: max (ST – K, 0) - p Short call: p - max (ST – K, 0) = p + min
(K - ST, 0) Long put: max (K - ST, 0) - p Short put: p - max (K -
ST, 0) = p + min (ST – K, 0)

ST = αξία του υποκείµενου στοιχείου στη λήξη Κ= τιµή
εξάσκησης

ST = αξία του υποκείµενου στοιχείου στη λήξη Κ= τιµή
εξάσκησης

remium στον πωλητή του του δικαιώµατος ανάλογα ις παρακάτω
σχέσεις και
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2.3. Ερωτήσεις 1) Σε τι διαφέρουν µια long θέση σε ένα forward
συµβόλαιο µε forward τιµή 100

και σε µια long θέση σε ένα call option µε τιµή εξάσκησης 100?
2) Η τρέχουσα τιµή µιας µετοχής είναι $29 και ένα call option επί
αυτής της

µετοχής µε λήξη σε τρείς µήνες και τιµή εξάσκησης $30 κοστίζει
$2,90. Έχετε $5.800 στη διάθεση σας και πιστεύετε ότι η τιµή της
µετοχής θα ανέβει µέσα στο επόµενο τρίµηνο. Προτείνετε δύο
εναλλακτικές στρατηγικές κερδοσκοπίας, η µια να αφορά τοποθέτηση
στη µετοχή και η άλλη να αφορά τοποθέτηση στο option. Ποιες είναι
οι δυνητικές ζηµίες και ποιά τα δυνητικά κέρδη κάθε µιάς από αυτές
τις στρατηγικές?

3) Περιγράψτε την αξία στη λήξη του επόµενου χαρτοφυλακίου: µία
long θέση

σε ένα forward συµβόλαιο επί ενός υποκείµενου στοιχείου και µία
long θέση σε ένα put option (Ευρωπαϊκού τύπου) επί του ίδιου
υποκείµενου στοιχείου, µε την ίδια ηµεροµηνία ωρίµανσης µε το
forward και µε τιµή εξάσκησης ίση µε την forward τιµή τη στιγµή
δηµιουργίας του χαρτοφυλακίου.

4) «Μια long θέση σε ένα forward είναι ισοδύναµη µε ένα
χαρτοφυλάκιο που

αποτελείται από µια long θέση σε ένα call option Ευρωπαϊκού
τύπου και µια short θέση σε ένα put option Ευρωπαϊκού τύπου».
Εξηγείστε αναλυτικά αυτή την πρόταση.


	
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 Ο νόµος της µιας τιµής, η έννοια του arbitrage,
βασικές ιδιότητες παραγώγων

3.1. Ο νόµος της µιας τιµής 3.1.1. Πρόταση (Ο νόµος της µιας
τιµής) Θεωρείστε δύο επενδύσεις που σήµερα κοστίζουν C1 και C2
αντίστοιχα. Εάν η (παρούσα) αξία των µελλοντικών χρηµατοροών της
πρώτης επένδυσης ισούται πάντα µε την (παρούσα) αξία των
µελλοντικών χρηµατοροών της δεύτερης επένδυσης τότε προκειµένου να
µην υπάρχει ευκαιρία για arbitrage θα πρέπει να ισχύει C1=C2.
(Ειδικά στην περίπτωση που κάποια επένδυση έχει βέβαιες µελλοντικές
χρηµατοροές, τότε, για να µην υπάρχουν ευκαιρίες για arbitrage, θα
πρέπει το σηµερινό της κόστος να ισούται µε την παρούσα αξία αυτών
των µελλοντικών χρηµατοροών) Στις επόµενες προτάσεις που αφορούν
προθεσµιακά συµβόλαια (forwards) θεωρούµε τον παρακάτω συµβολισµό:
Τ: χρονική στιγµή ωρίµανσης (λήξης) του Forward συµβολαίου (σε έτη)
t: τρέχουσα χρονική στιγµή (σε έτη) S: τιµή του υποκείµενου
στοιχείου τη στιγµή t ST: τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή
Τ (άγνωστη κατά τη στιγµή t) Κ: τιµή παράδοσης του Forward
συµβολαίου f: αξία µιας long θέσης σε Forward συµβόλαιο κατά τη
στιγµή t F: η Forward τιµή κατά τη χρονική στιγµή t r: ετήσιο
επιτόκιο συνεχώς ανατοκιζόµενο, όπως ισχύει τη στιγµή t για µια

επένδυση που ωριµάζει τη στιγµή Τ. 3.1.2. Εφαρµογή (η αξία της
long θέσης σε ένα forward συµβόλαιο)

( )( ) r T tf F K e− −= − Απόδειξη Ας θεωρήσουµε ένα forward
συµβόλαιο µε τιµή παράδοσης F (πανοµοιότυπο κατά τα άλλα µε το
συµβόλαιο µε τιµή παράδοσης Κ). Η αξία αυτού του συµβολαίου τη
χρονική στιγµή t είναι εξ ορισµού µηδενική, ενώ τη χρονική στιγµή Τ
η αξία µιας short θέσης σε αυτό το συµβόλαιο θα είναι F-ST. Η αξία
µιας long θέσης στο forward συµβόλαιο µε τιµή παράδοσης Κ τη
χρονική στιγµή t είναι f, ενώ τη χρονική στιγµή Τ η αξία µιας long
θέσης σε αυτό το συµβόλαιο θα είναι ST-K. Αν θεωρήσουµε ένα
χαρτοφυλάκιο αποτελούµενο από µια long θέση στο forward µε τιµή
παράδοσης K και από µια short θέση στο forward µε τιµή παράδοσης F,
τότε η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη στιγµή Τ είναι προφανώς F-K,
ενώ τη χρονική στιγµή t η αξία του ίδιου χαρτοφυλακίου είναι
προφανώς f-0=f. Για να µην υπάρχει ευκαιρία για arbitrage θα
πρέπει, βάσει του νόµου της µιας τιµής, η σηµερινή αξία αυτού του
χαρτοφυλακίου να ισούται µε την παρούσα αξία της µελλοντικής του
χρηµατοροής, δηλαδή να ισχύει ότι ( )( ) r T tf F K e− −= −


	
3.1.3. Εφαρµογή (Forward τιµή ενός Forward συµβολαίου επί
αξιόγραφου που δεν

παρέχει έσοδο) Για να µην υπάρχει δυνατότητα arbitrage πρέπει να
ισχύει η σχέση

( )r T tF Se −= Απόδειξη 1 Ας θεωρήσουµε τα εξής δύο
χαρτοφυλάκια Χαρτοφυλάκιο Α: αποτελείται από µια long θέση στο
forward συµβόλαιο και από ένα χρηµατικό ποσό ύψους (το οποίο
επενδύεται µε επιτόκιο r για διάστηµα T-t) (r T tKe − )
Χαρτοφυλάκιο Β: αποτελείται από µια µονάδα του αξιογράφου. Τη
χρονική στιγµή Τ, το χρηµατικό ποσό του χαρτοφυλακίου Α θα αξίζει
ακριβώς Κ και εποµένως µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την αγορά µιας
µονάδας του αξιογράφου βάσει των όρων του forward. ∆ηλαδή και τα
δύο χαρτοφυλάκια θα αποτελούνται από µια µονάδα του αξιογράφου τη
χρονική στιγµή Τ, άρα θα έχουν την ίδια αξία αυτή τη χρονική
στιγµή. Τότε όµως, βάσει του νόµου της µιάς τιµής αυτά τα δύο
χαρτοφυλάκια θα πρέπει να έχουν την ίδια αξία και τη χρονική στιγµή
t προκειµένου να µην υπάρχει η δυνατότητα διεξαγωγής arbitrage.
Άρα, ( )r T tf Ke S− −+ = ή ισοδύναµα ( )r T tf S Ke− −= −
(Σηµείωση: Όταν ξεκινά ένα forward συµβόλαιο, η forward τιµή
επιλέγεται να είναι εκείνη η τιµή παράδοσης η οποία να καθιστά την
αξία του συµβολαίου f ίση µε το µηδέν. Άρα σύµφωνα µε την τελευτάια
εξίσωση ( )r T tF Se −= ) Απόδειξη 2 Έστω . ( )r T tF Se −>Τότε,
τη χρονική στιγµή t ένας επενδυτής δανείζεται το ποσό S για χρονικό
διάστηµα Τ-t, αγοράζει το αξιόγραφο στην τιµή S και πουλάει το
forward συµβόλαιο (δηλ. λαµβάνει µια short θέση στο forward). Τη
χρονική στιγµή Τ, πουλάει το αξιόγραφο βάσει των όρων του forward
συµβολαίου στην τιµή F και από αυτά χρησιµοποιεί ( )r T tSe − για
να αποπληρώσει το δανεισµό του. ‘Ετσι, τη χρονική στιγµή Τ,
πραγµατοποιεί ένα ακίνδυνο κέρδος >0. ∆ηλαδή, έχει κάνει
arbitrage.

( )r T tF Se −−

Αντίθετα, έστω . ( )r T tF Se −<Τότε, τη χρονική στιγµή t
ένας επενδυτής πουλάει short το υποκείµενο αξιόγραφο (δηλ. το
δανείζεται και το πουλάει) ειπράττοντας το ποσό S το οποίο επενδύει
µε επιτόκιο r για διάστηµα T-t. Ταυτόχρονα αγοράζει το forward
συµβόλαιο (δηλ. λαµβάνει µια long θέση στο forward). Τη χρονική
στιγµή Τ, εισπράττει ( )r T tSe − από την επένδυση του, αγοράζει το
αξιόγραφο βάσει των όρων του forward στην τιµή F και κλείνει τη
short θέση στο αξιόγραφο (επιστρέφοντας το σε αυτόν από τον οποίο
το είχε δανεισθεί). Έτσι τη χρονική στιγµή Τ, πραγµατοποιεί ένα
ακίνδυνο κέρδος >0. ∆ηλαδή, έχει κάνει arbitrage.

( )r T tSe F− −


	
Άρα, η µοναδική τιµή που δεν επιτρέπει arbitrage είναι ( )r T tF
Se −= 3.1.4. Εφαρµογή (Forward συναλλαγµατική ισοτιµία - Θεώρηµα
ισοδυναµίας

επιτοκίων – Arbitrage καλυµµένου επιτοκίου) Ας θεωρήσουµε δύο
νοµίσµατα, το εγχώριο νόµισµα d και το ξένο νόµισµα f. Ας
θεωρήσουµε επίσης τους εξής συµβολισµούς: r(d) = επιτόκιο στο
εγχώριο νόµισµα για χρόνο T. r(f) = επιτόκιο στο ξένο νόµισµα για
χρόνο Τ. S = spot ισοτιµία (δηλ. πόσες µονάδες του εγχώριου
νοµίσµατος αξίζει σήµερα µια µονάδα του ξένου νοµίσµατος) F =
προθεσµιακή ισοτιµία για παράδοση τη στιγµή T (δηλ. πόσες µονάδες
του εγχώριου νοµίσµατος συµφωνούµε (σήµερα), να ανταλλάξουµε τη
χρονική στιγµή Τ µε µια µονάδα του ξένου νοµίσµατος ) Για να µην
υπάρχει ευκαιρία arbitrage θα πρέπει να ισχύει η σχέση:
F=Se[r(d)-r(f)]TΑπόδειξη Ας θεωρήσουµε την εξής στρατηγική:

1. ∆ανειζόµαστε από µία ξένη Τράπεζα µια µονάδα του ξένου
νοµίσµατος για χρόνο T. Τη στιγµή Τ, θα πρέπει να πληρώσουµε στην
ξένη Τράπεζα er(f)T µονάδες του ξένου νοµίσµατος.

2. Ανταλλάσσουµε τη µονάδα του ξένου νοµίσµατος που
δανεισθήκαµε, µε εγχώριο νόµισµα. Εποµένως εισπράττουµε S µονάδες
εγχώριου νοµίσµατος.

3. Καταθέτουµε σε µια εγχώρια Τράπεζα τις S µονάδες του εγχώριου
νοµίσµατος, για χρόνο Τ. Τη στιγµή Τ θα λάβουµε από την εγχώρια
Τράπεζα Ser(d)T µονάδες του εγχώριου νοµίσµατος.

4. Αγοράζουµε ένα forward συµβόλαιο σύµφωνα µε το οποίο θα
αγοράσουµε τη χρονική στιγµή Τ ξένο νόµισµα (πουλώντας εγχώριο
νόµισµα) σε µια προσυµφωνηµένη ισοτιµία F.

Τη στιγµή T, εισπράττουµε από την εγχώρια Τράπεζα τις Ser(d)T
µονάδες του εγχώριου νοµίσµατος και τις ανταλλάσσουµε µε ξένο
νόµισµα, χρησιµοποιώντας την προσυµφωνηµένη ισοτιµία F του
προθεσµιακού συµβολαίου. Εποµένως, λαµβάνουµε Ser(d)T/ F µονάδες
του ξένου νοµίσµατος. Αυτή η στρατηγική δεν θα είναι κερδοφόρα τη
στιγµή Τ, εάν και µόνο εάν, οι µονάδες του ξένου νοµίσµατος που
λάβουµε είναι ακριβώς όσες πρέπει να πληρώσουµε στην ξένη Τράπεζα
από την οποία δανεισθήκαµε στην αρχή. Άρα προκειµένου να µη
δηµιουργηθεί ευκαιρία για arbitrage θα πρέπει να ισχύει η σχέση:
Ser(d)T/ F = er(f)TΛύνοντας ως προς F, λαµβάνουµε τον εξής τύπο που
εκφράζει το θεώρηµα ισοδυναµίας επιτοκίων: F=Se[r(d)-r(f)]TΕάν η
προθεσµιακή ισοτιµία F δεν είναι σύµφωνη µε την προηγούµενη σχέση,
τότε υπάρχει δυνατότητα arbitrage.


	
3.1.5. Εφαρµογή (Forward συµβόλαια επί αξιογράφων που παρέχουν
ως εισόδηµα, κάποια συγκεκριµένα χρηµατικά ποσά)

Έστω Ι η παρούσα αξία (βάσει του επιτοκίου r) των ποσών που θα
παρέχει το αξιόγραφο κατά τη διάρκεια της ζωής του forward. Για να
µην υπάρχει δυνατότητα διεξαγωγής arbitrage θα πρέπει να ισχύει

( )( ) r T tF S I e −= − Απόδειξη: (άσκηση) 3.1.6. Πρόταση
(ισοδυναµία call και put) Έστω C η τιµή ενός call option (επί ενός
υποκείµενου στοιχείου) µε τιµή εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ.
Έστω P η τιµή ενός put option Ευρωπαϊκού τύπου (επί του ίδιου
υποκείµενου στοιχείου) µε την ίδια τιµή εξάσκησης Κ και την ίδια
ηµεροµηνία λήξης Τ. Έστω S η τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη
χρονική στιγµή 0. Έστω ότι έχουµε σταθερό επιτόκιο r συνεχώς
ανατοκιζόµενο. Τότε προκειµένου να µην υπάρχει ευκαιρία για
arbitrage θα πρέπει να ισχύει η σχέση: S + P = C+ K e-rΤΑπόδειξη 1
Ας θεωρήσουµε τα εξής δύο χαρτοφυλάκια τη χρονική στιγµή 0 Α:
αποτελείται από µια µετοχή και από ένα put option. Β: αποτελείται
από ένα call option και από µια κατάθεση στην Τράπεζα ποσού
Ke-rΤΆρα η αξία αυτών των χαρτοφυλακίων τη χρονική στιγµή 0 είναι
αντίστοιχα: Α0 = S+P B0 = C+ K e-rΤΑς δούµε τώρα την αξία αυτών των
χαρτοφυλακίων τη χρονική στιγµή Τ Εκa ΑΈΤπµθΑκΤΠSΣµξ

K, εάν ST


	
Στη δεύτερη περίπτωση το call option δεν έχει αξία και άρα δεν
εξασκείται. Τώρα όµως το put option έχει αξία και το εξασκώ
πουλώντας τη µετοχή µου στην τιµή Κ. Με το ποσό Κ που εισπράττω
ξεπληρώνω το χρέος του δανεισµού µου και δεν έχω καµία άλλη
υποχρέωση. Έστω τώρα ότι S + P > C+ K e-rΤΤότε τη χρονική στιγµή
0 πουλάω short µια µετοχή στην τρέχουσα τιµή S (δηλ. δανείζοµαι τη
µετοχή και την πουλάω µε την υπόσχεση να την επιστρέψω τη χρονική
στιγµή Τ) και επίσης πουλάω ένα put option στην τρέχουσα τιµή P. Με
τα χρήµατα που εισπράττω αγοράζω ένα call option στην τρέχουσα τιµή
C και τοποθετώ στην τράπεζα το ποσό K e-rΤ για χρονικό διάστηµα Τ.
Μου περισσεύει ένα θετικό ποσό (S+P)-(C+ K e-rΤ)(που το κάνω ότι
µου αρέσει!). Ας δούµε τώρα τι µπορεί να µου συµβεί τη χρονική
στιγµή Τ και εάν διατρέχω κάποιο κίνδυνο οικονοµικής ζηµίας. Τη
χρονική στιγµή Τ λοιπόν εισπράττω από την Τράπεζα το ποσό Κ (από
την κατάθεση που είχα κάνει). Παρατηρώ την τιµή της µετοχής ST και
διακρίνω δύο περιπτώσεις: είτε ST≥K είτε ST


	
3.2 Ασκήσεις

1) Ας υποθέσουµε ότι γνωρίζετε ότι η αξία κάποιου αξιόγραφου
µετά από µια περίοδο (δηλ. τη χρονική στιγµή 1) θα πάρει κάποια από
τις τιµές s1, s2, …,sn. Ποιά θα πρέπει να είναι, τη χρονική στιγµή
0, η τιµή ενός δικαιώµατος αγοράς αυτού του αξιόγραφου µε τιµή
εξάσκησης Κ όταν το Κ είναι µικρότερο από το min(s1, s2, …,sn)?

2) *Έστω C η τιµή ενός call option ευρωπαϊκού τύπου µε τιµή
εξάσκησης Κ επί

ενός αξιόγραφου (που δεν παρέχει εισόδηµα) που η τρέχουσα τιµή
του είναι S. Έστω ότι ο χρόνος έως τη λήξη του call option είναι Τ
και τα επιτόκια είναι r συνεχώς ανατοκιζόµενα. ∆είξτε ότι: max
(S-Ke-rT, 0)Κ2>Κ1 και Κ3-Κ2=Κ2-Κ1. ∆είξτε ότι C2≤0,5(C1+C3)

6) Ένα call και ένα put option ευρωπαϊκού τύπου επί του ίδιου
αξιόγραφου

λήγουν και τα δύο σε τρεις µήνες, έχουν και τα δύο τιµή
εξάσκησης 20 και η τρέχουσα τιµή τους είναι 3 και για τα δύο. Εάν
το συνεχώς ανατοκιζόµενο επιτόκιο είναι 10% και η τρέχουσα τιµή του
αξιόγραφου είναι 25 κάντε arbitrage.

7) Έστω ότι ταυτόχρονα αγοράζετε ένα call option µε τιµή
εξάσκησης 100 και

πουλάτε ένα call option µε τιµή εξάσκησης 105 επί του ίδιου
αξιόγραφου και µε την ίδια ηµεροµηνία λήξης. Είναι το αρχικό σας
κόστος θετικό ή αρνητικό? Σχεδιάστε το κέρδος (ζηµία) στη λήξη σαν
συνάρτηση της τιµής του αξιόγραφου στη λήξη.


	
3.3 Υποδείξεις-απαντήσεις- σχόλια επί των ασκήσεων 1) Η τιµή του
δικαιώµατος τη χρονική στιγµή 0 θα πρέπει να ισούται µε S0-Ke-rT,
όπου S0 είναι η τιµή του αξιογράφου τη χρονική στιγµή 0.
∆ιαφορετικά µπορεί να διεξαχθεί arbitrage. 2) Θα δείξω ότι εάν δεν
ισχύει η ανισότητα τότε µπορώ να διεξάγω arbitrage. Πράγµατι, εάν
C>S, τότε τη χρονική στιγµή 0 πουλάω ένα call εισπράττω C>S
και αγοράζω ένα αξιόγραφο προς S. Μου περισσεύουν C-S που τα κάνω
ότι θέλω. Το χειρότερο που µπορεί να µου συµβεί τη χρονική στιγµή Τ
είναι να ασκηθεί το call οπότε πουλάω το αξιόγραφο (που το έχω από
τη χρονική στιγµή 0) στον κάτοχο του option και εισπράττω Κ.Άρα σε
αυτή την περίπτωση έχουµε arbitrage, οπότε πρέπει να ισχύει πάντα
C


	
option που θα µου έδινε τη δυνατότητα να αγοράσω το υποκείµενο
αξιόγραφο σε χαµηλότερη τιµή. Άρα … Για να κάνετε το διάγραµµα,
απλά σχεδιάστε προσεκτικά τις δύο θέσεις στο ίδιο διάγραµµα και στη
συνέχεια να τις «προσθέσετε».


	
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Εισαγωγή στο διωνυµικό µοντέλο1 4.1. Το διωνυµικό µοντέλο µιάς
περιόδου 4.1.1. Η Αγορά Στην προσπάθεια µας να µελετήσουµε τις
τιµές των παραγώγων θα ξεκινήσουµε µε ένα µοντέλο αγοράς, όσο πιο
απλό γίνεται. Ο χρόνος αντιπροσωπεύεται από δύο µόνο χρονικές
στιγµές, το «τώρα» ( ) και το «λίγο αργότερα» ( ) που καθορίζουν
µια χρονική περίοδο (

0t

1t 1 0t t t∆ = − ) Η αξία του χρήµατος για τη χρονική περίοδο
από έως , αντιπροσωπεύεται από ένα Τραπεζικό λογαριασµό

0t 1tB ο οποίος κερδίζει σταθερό επιτόκιο συνεχώς

ανατοκιζόµενο. Έτσι εάν την «αγοράσουµε» έναν Τραπεζικό
λογαριασµό αξίας r

0t

0B (δηλαδή καταθέσουµε ένα ποσό 0B στην Τράπεζα), την η αξία
αυτού του λογαριασµού θα είναι

1t

0r tB e ⋅∆⋅ (δηλ. θα εισπράξουµε 0

r tB e ⋅∆⋅ από την Τράπεζα). Αντίστοιχα, εάν την «πουλήσουµε»
έναν Τραπεζικό λογαριασµό αξίας 0t 0B (δηλαδή δανεισθούµε ένα ποσό
0B από την Τράπεζα), την η αξία αυτού του λογαριασµού θα είναι

1t

0r tB e ⋅∆⋅ (δηλ. θα χρωστάµε 0

r tB e ⋅∆⋅ στην Τράπεζα). Η αβεβαιότητα για το µέλλον σε αυτή
την αγορά αντιπροσωπεύεται από ένα αξιόγραφο A το οποίο έχει
αβέβαιη (µη προβλέψιµη) µελλοντική αξία (στο νου µας έχουµε µια
µετοχή που δεν πληρώνει µέρισµα). Έστω λοιπόν ότι την η αξία του
0tA έχει την τιµή ενώ την δεν γνωρίζουµε τι τιµή θα έχει η αξία του
0S 1t A . Ας υποθέσουµε όµως ότι η αγορά µας διαθέτει ακόµα µια
πληροφορία σχετικά µε την µελλοντική τιµή της αξίας του A ,
συγκεκριµένα ότι την η αξία του 1t A θα λάβει µια από δύο µόνο
τιµές, είτε την τιµή (µε θετική πιθανότητα p) είτε την τιµή (µε
πιθανότητα 1 ), όπου < .

uS dSp− dS uS

(έτσι η αβεβαιότητα για την µελλοντική κατάσταση της αγοράς
συµπυκνώνεται σε αυτές τις δύο τιµές και στο µέτρο πιθανότητας που
τις συνοδεύει) Σχηµατικά µπορούµε να απεικονίσουµε αυτή την αγορά
στο παρακάτω διάγραµµα:

1 Το διωνυµικό µοντέλο τιµολόγησης παραγώγων προτάθηκε αρχικά
από τον Sharpe (1978) [Sharpe W.F. , 1978, “Investments”, Prentice
Hall, Englewood Cliffs, New Jersey] και στη συνέχεια αναπτύχθηκε
λεπτοµερώς από τους Cox, Ross και Rubinstein (CRR, 1979) [Cox J.C.,
Ross S.A. & Rubinstein M., 1979, “Option Pricing: A Simplified
Approach”, Journal of Financial Economics, 7, 229-263]


	
1t 0t

B0er∆tB0

∆t

Sup

S0 1-p

Sd

Έτσι η αγορά µας αποτελείται από δύο στοιχεία, τα αξιόγραφα A
και B , στα οποία οι συµµετέχοντες στην αγορά (ας τους ονοµάζουµε
επενδυτές για συντοµία) µπορούν να συναλλαγούν. Συγκεκριµένα τη
χρονική στιγµή οι επενδυτές έχουν τις εξής δυνατότητες
συναλλαγών

0t

Να αγοράσουν µονάδες του αξιόγραφου x A στην τιµή (ανά µονάδα
του 0S A ), καταβάλλοντας το ποσό 0x S⋅ στους πωλητές του
αξιόγραφου Να πουλήσουν short µονάδες του x A στην τιµή (ανά µονάδα
του 0S A ), εισπράττοντας το ποσό 0x S⋅ από τους αγοραστές του
αξιόγραφου. (Πουλάω short το A σηµαίνει ότι δανείζοµαι το A και το
πουλάω µε την υποχρέωση να το επιστρέψω αργότερα) Να καταθέσουν
χρήµατα στην Τράπεζα για τo χρονικό διάστηµα t∆ µε επιτόκιο . rΝα
δανεισθούν χρήµατα από την Τράπεζα για τo χρονικό διάστηµα µε
επιτόκιο

. t∆

rΑντίστοιχα, τη χρονική στιγµή , οι επενδυτές κλείνουν όλες τις
θέσεις που είχαν ανοίξει τη χρονική στιγµή και µένουν µόνο µε
χρήµατα τα οποία καταναλώνουν. Συγκεκριµένα την , οι επενδυτές
µπορούν να κάνουν τα εξής:

1t

0t

1tΝα πουλήσουν το αξιόγραφα που είχαν αγοράσει την . Οι τιµή
στην οποία θα τα πουλήσουν θα είναι αυτή η τιµή από τις ή που θα
επικρατεί την .

0t

1S 2S 1tΝα αγοράσουν τα αξιόγραφα που είχαν πουλήσει short και
να τα επιστρέψουν. Να εισπράξουν το προϊόν της κατάθεσης τους από
την Τράπεζα. Να εξοφλήσουν το δανεισµό τους στην Τράπεζα. 4.1.1.1
Παρατήρηση Για να µην υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage σε αυτή την
αγορά θα πρέπει να ισχύει ότι:

0r t

d uS S e S⋅∆< ⋅ <

Απόδειξη Είναι άµεση συνέπεια του νόµου της µιας τιµής, αλλά ας
το δούµε εδώ αναλυτικά. Έστω ότι ≥ dS 0

r tS e ⋅∆⋅Εκτελώ την εξής στρατηγική arbitrage:


	
Την δανείζοµαι ποσό από την Τράπεζα και αγοράζω µια µονάδα του
αξιόγραφου

0t 0SA πληρώνοντας . Την πουλάω το αξιόγραφο και από τα
χρήµατα

που εισπράττω επιστρέφω τα 0S 1t

0r tS e ⋅∆⋅ που οφείλω στην Τράπεζα. Άρα µου

περισσεύουν είτε - >0 (µε θετική πιθανότητα p) είτε - ≥0 (µε
πιθανότητα 1-p). Άρα, µε µηδενικό κόστος έχω θετική πιθανότητα για
ακίνδυνο κέρδος και έχω κάνει arbitrage.

uS 0r tS e ⋅∆⋅ dS 0

r tS e ⋅∆⋅

Ανάλογα, εάν 0r tS e ⋅∆⋅ ≥ , πουλάω short την ένα αξιόγραφο,
εισπράττω και

τα καταθέτω στην Τράπεζα. Τη χρονική στιγµή εισπράττω από την
Τράπεζα και κλείνω τη short θέση αγοράζοντας το αξιόγραφο στην
τρέχουσα τιµή του η οποία όµως από την υπόθεση µου δεν είναι
µεγαλύτερη από που εισέπραξα από την Τράπεζα. Αρα και πάλι, µε
µηδενικό κόστος έχω θετική πιθανότητα για ακίνδυνο κέρδος και έχω
κάνει arbitrage.

uS 0t 0S

1t 0r tS e ⋅∆⋅

0r tS e ⋅∆⋅

4.1.2. Το Συµβόλαιο Ας υποθέσουµε τώρα, ότι υπάρχει ένα
συµβόλαιο η αξία του οποίου τη χρονική στιγµή εξαρτάται από την
αξία που θα έχει τότε το αξιόγραφο

C1t A . Συγκεκριµένα,

ας υποθέσουµε ότι την , η αξία του θα είναι εάν η αξία του 1t C
uC A είναι ενώ θα είναι εάν η αξία του

uS

dC A είναι . Αυτή η εξάρτηση της τελικής αξίας του από την
τελική αξία του

dS CA µας κάνει να αναρωτιόµαστε αν µπορούµε να

προδιορίσουµε την αξία του συµβολαίου τη χρονική στιγµή . 0C C
0tΣυγκεκριµένα, αναρωτιόµαστε σε ποια τιµή θα πρέπει να αγοράζεται
και να πουλιέται το συµβόλαιο τη χρονική στιγµή ώστε να µη
δηµιουργούνται ευκαιρίες arbitrage σε αυτήν την αγορά?

0C

0t

t0 ∆t t1

B0er∆tB0

Sup Cu

S0C0=? 1-p

SdCd

Το γεγονός ότι έχουµε τη δυνατότητα συναλλαγών στο αξιόγραφο A
και στον Τραπεζικό λογαριασµό B µε κάνει να σκεφτώ ως εξής: Αν
καταφέρω να


	
προσδιορίσω τη χρονική στιγµή ένα συνδυασµό (χαρτοφυλάκιο)
αποτελούµενο από τα

0tA και B µε τέτοιο τρόπο ώστε τη χρονική στιγµή αυτός ο
συνδυασµός να

αξίζει σε κάθε περίπτωση όσο αξίζει και το συµβόλαιο , τότε
βάσει του νόµου της µιάς τιµής θα πρέπει και τη χρονική στιγµή η
αξία αυτού του συνδυασµού να είναι ίση µε την αξία του συµβολαίου
(αν δεν είναι θα µπορώ να κάνω arbitrage).

1tC

0t

0C Έστω λοιπόν ότι την έχω ένα χαρτοφυλάκιο 0t Π που αποτελείται
από φ µονάδες του αξιόγραφου A και ψ µονάδες του Τραπεζικού
λογαριασµού Β. Εποµένως η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη χρονική
στιγµή είναι 0t 0 0Sφ ψΠ = + Τη χρονική στιγµή το χαρτοφυλάκιο 1t Π
θα έχει αξία

r tu uS eφ ψ

⋅∆Π = ⋅ + ⋅ , εάν το αξιόγραφο αξίζει uSή

r td dS eφ ψ

⋅∆Π = ⋅ + ⋅ , εάν το αξιόγραφο αξίζει dSΛύνοντας ως προς φ , ψ
το σύστηµα

r tu uC S eφ ψ

⋅∆= ⋅ + ⋅ r t

d dC S eφ ψ⋅∆= ⋅ + ⋅

θα προσδιορίσουµε ποια πρέπει να είναι η σύνθεση του
χαρτοφυλακίου ώστε την να αξίζει σε κάθε περίπτωση όσο και το
συµβόλαιο, οπότε στη συνέχεια θα

υπολογίσουµε την αρχική αξία του χαρτοφυλακίου και αυτή θα
πρέπει να είναι η αξία του συµβολαίου ώστε να µην έχουµε
arbitrage.

Π1t

0Π

0C

t0 ∆t t1

B0er∆tB0

SuCu=Πu

Λύνοντας το σύστηµα βρίσκουµε u d

u d

C CS S

φ −=−

και r t u d d uu d

S C S CeS S

ψ − ∆ −=−

S0

SdC0=Π0

Cd=Πd

Π0=φS0+ψ Πu=φSu+ψ er∆tΠd=φSd+ψ er∆t


	
Οπότε η αξία του συµβολαίου την που δεν επιτρέπει arbitrage
είναι 0t

0 0 0C Sφ ψ= Π = + ⇒

0 0r tu d u d d

u d u d

C C S C S CC S eS S S S

φ ψ

− ∆− −= +− −

14243 144424443

u

Το χαρτοφυλάκιο Π που κατασκευάσαµε θα το ονοµάζουµε «το
χαρτοφυλάκιο που είναι ισοδύναµο µε το συµβόλαιο» ή απλά «το
ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο» (όταν δεν υπάρχει αµφιβολία σε ποιό
συµβόλαιο αναφερόµαστε). Εποµένως στη µικρή µας αγορά, έχουµε δύο
ξεχωριστές οντότητες, το συµβόλαιο και το ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο Π
που πρέπει να έχουν πάντα την ίδια αξία

προκειµένου να µην υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage. Αυτό σηµαίνει
ότι εάν παρατηρήσουµε ότι η τιµή του συµβολαίου τη χρονική στιγµή
διαφέρει από την αξία του ισοδύναµου χαρτοφυλακίου, τότε µπορούµε
να εκτελέσουµε µια στρατηγική arbitrage και να αποκοµίσουµε
ακίνδυνο κέρδος.

C

0t

4.1.2.1. Παράδειγµα Έστω ότι την η τιµή µιας µετοχής (που δεν
πληρώνει µέρισµα) είναι =100 και την η τιµή αυτής της µετοχής
µπορεί να πάρει είτε την τιµή =120 είτε την τιµή

=80. Έστω επίσης ότι το επιτόκιο δανεισµού είναι ίσο µε

0t 0S

1t uS

dS 0r = . Να υπολογισθεί η αξία (την ) ενός call option επί της
µετοχής, µε ηµεροµηνία λήξης την και τιµή εξάσκησης Κ=100.

0C 0t 1t

Απάντηση Η αξία ενός call option στη λήξη , είναι ίση µε 1t
1max( ,0)tS K− , όπου η αξία του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή
και

1tS

1t K η τιµή εξάσκησης. Στο παράδειγµα µας προφανώς η αξία του
call option τη στιγµή θα είναι είτε =20 είτε =0. 1t uC dC

20 0 1120 80 2

φ −= =−

και 120 0 80 20 40120 80

ψ ⋅ − ⋅= = −−

Άρα 01 100 ( 40) 102

C = ⋅ + − =

4.1.2.2. Παράδειγµα (συνέχεια του παραδείγµατος 4.1.2.1.) Έστω
ότι µε τις υποθέσεις του προηγούµενου παραδείγµατος υπάρχει κάποιος
επενδυτής Υ που εκδηλώνει ενδιαφέρον να πουλήσει το call option
στην τιµή 8. Κάντε arbitrage. Απάντηση Αφού η θεωρητική τιµή του
call option είναι 10 και ο επενδυτής προσφέρεται να το πουλήσει
χαµηλότερα από τη θεωρητική τιµή θα αγοράσω (φθηνά) το call option
από τον Υ και θα πουλήσω ταυτόχρονα το ισοδύναµο µε το call option
χαρτοφυλάκιο. Αυτό θα µου αποφέρει την ακίνδυνο κέρδος ίσο µε
10-8=2. Ας το δούµε αναλυτικά: την λοιπόν πουλάω το
χαρτοφυλάκιο

0t

0t ( , )φ ψ που κατασκεύασα στο προηγούµενο παράδειγµα (προφανώς
στην τιµή 10), δηλαδή πουλάω short φ =1/2 µετοχές προς 100
εισπράττοντας ½*100 = 50 και από αυτά τοποθετώ 40 στην


	
Τράπεζα. Ταυτόχρονα αγοράζω ένα call option από τον Υ στην τιµή
8. Άρα µου περισσεύουν 2 τα οποία µπορώ να τα κάνω ότι θέλω. Ας
επαληθεύσουµε τώρα ότι την δεν θα αντιµετωπίσω κανένα ενδεχόµενο
ζηµίας. 1tΠράγµατι, εάν την η µετοχή πάει στο 120, θα εξασκήσω το
call option και θα εισπράξω την αξία του, δηλαδή 20. Με αυτά και µε
τα 40 που µου χρωστάει η Τράπεζα θα αγοράσω ½ µετοχή ξοδεύοντας
½*120=60. Έτσι έχω τώρα 1 µετοχή µε την οποία µπορώ να κλείσω τη
short θέση µου. ∆εν έχω άλλες εκκρεµµότητες.

1t

Εάν την η µετοχή πάει στο 80, το call option θα έχει µηδενική
αξία οπότε δεν θα το εξασκήσω. Εισπράττω όµως τα 40 που µου
χρωστάει η Τράπεζα και αγοράζω ½ µετοχή ξοδεύοντας ½*80=40. Έτσι
έχω τώρα 1 µετοχή µε την οποία µπορώ να κλείσω τη short θέση µου.
∆εν έχω άλλες εκκρεµµότητες.

1t

4.1.2.3. Παράδειγµα (συνέχεια του παραδείγµατος 4.1.2.1.) Έστω
ότι µε τις υποθέσεις του προηγούµενου παραδείγµατος υπάρχει κάποιος
επενδυτής Υ που εκδηλώνει το ενδιαφέρον του να αγοράσει το call
option στην τιµή 12. Κάντε arbitrage. Απάντηση Αφού η θεωρητική
τιµή του call option είναι 10 και ο επενδυτής προσφέρεται να το
αγοράσει υψηλότερα από τη θεωρητική τιµή θα πουλήσω (ακριβά) το
call option στον Υ και θα αγοράσω ταυτόχρονα το ισοδύναµο µε το
call option χαρτοφυλάκιο. Αυτό θα µου αποφέρει την ακίνδυνο κέρδος
ίσο µε 12-10=2. Ας το δούµε αναλυτικά: την λοιπόν πουλάω ένα call
option στον Υ στην τιµή 12. Ταυτόχρονα, αγοράζω το χαρτοφυλάκιο

0t

0t( , )φ ψ που κατασκεύασα στο παράδειγµα 1 (προφανώς

στην τιµή 10), δηλαδή δανείζοµαι 40 από την Τράπεζα και αγοράζω
φ =1/2 µετοχές προς 100 που µουστοιχίζουν ½*100 = 50. Άρα µου
περισσεύουν 12-10=2 τα οποία µπορώ να τα κάνω ότι θέλω. Ας
επαληθεύσουµε τώρα ότι την δεν θα αντιµετωπίσω κανένα ενδεχόµενο
ζηµίας.

1t

Πράγµατι, εάν την η µετοχή πάει στο 120, θα πουλήσω την ½ µετοχή
και θα εισπράξω ½*120=60. Από αυτά θα ξεχρεώσω τα 40 που χρωστάω
στην Τράπεζα και µε τα υπόλοιπα 20 θα αποζηµιώσω τον Υ που θα
εξασκήσει το call option και θα εισπράξω την αξία του. ∆εν έχω
άλλες εκκρεµµότητες.

1t

Εάν την η µετοχή πάει στο 80, το call option θα έχει µηδενική
αξία οπότε ο Υ δεν θα το εξασκήσει. Επίσης θα πουλήσω την ½ µετοχή
και θα εισπράξω ½*80=40 µε τα οποία θα ξεχρεώσω τα 40 που χρωστάω
στην Τράπεζα. ∆εν έχω άλλες εκκρεµµότητες.

1t

4.1.3. Από το ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο στις Risk neutral
πιθανότητες Είδαµε προηγουµένως ότι στο διωνυµικό µοντέλο µιας
περιόδου η αξία του παραγώγου συµβολαίου που δεν επιτρέπει
arbitrage δίνεται από τη σχέση

0 0r tu d u d d

u d u d

C C S C S CC S eS S S S

φ ψ

− ∆− −= +− −

14243 144424443

u


	
Εκτελώντας απλές αλγεβρικές πράξεις µπορούµε να µετασχηµατίσουµε
αυτή τη σχέση στην εξής ενδιαφέρουσα µορφή:

{0 0

0Παρούσααξία

0 1 0 1 1

Μέση τιµή κάτω από το µέτρο πιθανότητας Qτης τελικής αξίας του
συµβολαίου

r t r tr t d u

u du d u d

q q

S e S S S eC e C CS S S S

∆ ∆− ∆

< < < − <

⎡ ⎤⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦1442443
144244314444444244444443

Οι ποσότητες µέσα στις παρενθέσεις είναι ανάµεσα στο 0 και στο 1
(βλέπε παρατήρηση 1) και αθροίζονται στη µονάδα, άρα συνιστούν
κάποιο µέτρο πιθανοτήτων που τις ονοµάζουµε Arrow-Debreu
πιθανότητες ή risk neutral πιθανότητες ή πιθανότητες ουδέτερες ως
προς τον κίνδυνο ή ισοδύναµες martingale πιθανότητες. Έτσι,
µπορούµε να διατυπώσουµε την εξής πρόταση: Η (non arbitrage) αξία
του παραγώγου συµβολαίου την είναι η παρούσα αξία της αναµενόµενης
τιµής (ως προς το µέτρο Arrow-Debreu) της αξίας του στη λήξη.

0t

4.1.3.1. Παράδειγµα ( ίδια δεδοµένα µε αυτά του 4.1.2.1) Έστω
ότι την η τιµή µιας µετοχής (που δεν πληρώνει µέρισµα) είναι =100
και την η τιµή αυτής της µετοχής µπορεί να πάρει είτε την τιµή =120
είτε την τιµή

=80. Έστω επίσης ότι το επιτόκιο δανεισµού είναι ίσο µε

0t 0S

1t uS

dS 0r = . Να υπολογισθούν οι risk neutral πιθανότητες και στη
συνέχεια να χρησιµοποιηθούν για να υπολογίσετε την αξία (την ) ενός
call option επί της µετοχής, µε ηµεροµηνία λήξης την και τιµή
εξάσκησης Κ=100.

0C 0t 1t

Απάντηση Η αξία ενός call option στη λήξη , είναι ίση µε 1t
1max( ,0)tS K− , όπου η αξία του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή
και

1tS

1t K η τιµή εξάσκησης. Στο παράδειγµα µας προφανώς η αξία του
call option τη στιγµή θα είναι είτε =20 είτε =0. 1t uC dCΟι risk
neutral πιθανότητες είναι:

0 100 80 1πιθανότητα ανόδου 120 80 2

1πιθανότητα καθόδου 12

r td

u d

S e SqS S

q

⋅∆⋅ − −= = = =

− −

= − =

Άρα

[ ]01 1(1 ) 20 0 102 2

r tu dC e q C q C

− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅ = ⋅ + ⋅ =

4.1.3.2. Παράδειγµα (υπολογισµός της προθεσµιακής τιµής ενός
forward συµβολαίου )


	
Έστω ότι την η τιµή µιας µετοχής (που δεν πληρώνει µέρισµα)
είναι και την , η τιµή αυτής της µετοχής µπορεί να πάρει είτε την
τιµή είτε την τιµή . Έστω επίσης ότι το επιτόκιο δανεισµού είναι
ίσο µε . Να υπολογισθεί η προθεσµιακή τιµή ενός προθεσµιακού
συµβολαίου επί της µετοχής που ωριµάζει την .

0t 0S 1t

uS dSr

0F 1tΑπάντηση Υπενθυµίζουµε ότι τη χρονική στιγµή η προθεσµιακή
τιµή ενός προθεσµιακού συµβολαίου είναι εκείνη η τιµή παράδοσης που
κάνει το συµβόλαιο να έχει µηδενική αξία (την ). Έστω f

0t 0F

0t 0 η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου τη χρονική στιγµή . Έστω
f

0tu η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την εάν η τιµή της
µετοχής είναι S1t u

και fd η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την εάν η τιµή της
µετοχής είναι S1t d. ∆ηλαδή έχουµε την εξής κατάσταση:

Οι risk neutral πιθανότητες είναι κατά τα γνωστά

fd=Sd-F0

f0=0

B0 B0·er·∆t

t0 t1∆t

Su

Sd

q fu=Su-F0

1-q S0

0

0

πιθανότητα ανόδου

πιθανότητα καθόδου 1

r td

u dr t

u

u d

S e SqS S

S S eqS S

⋅∆

⋅∆

⋅ −= =

−

− ⋅= − =

−

Για να µην υπάρχει arbitrage θα πρέπει να ισχύει [ ]0 (1 )r t u
df e q f q f− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅

που συνεπάγεται ότι

0 00 00 ( )

r t r tr t d u

u du d u d

S e S S S ee S FS S S S

⋅∆ ⋅∆− ⋅∆ ⎡ ⎤⋅ − − ⋅= ⋅ ⋅ − + ⋅ −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

( )S F

Οπότε λύνοντας την εξίσωση ως προς βρίσκουµε ότι 0F

0 0r tF S e ⋅∆= ⋅ όπως αναµενόταν

4.1.3.3. Παράδειγµα (προθεσµιακή τιµή forward αριθµητικό
παράδειγµα ) Έστω ότι την η τιµή µιας µετοχής (που δεν πληρώνει
µέρισµα) είναι =100 και την , η τιµή αυτής της µετοχής µπορεί να
πάρει είτε την τιµή =120 είτε την τιµή =80. Έστω επίσης ότι το
επιτόκιο δανεισµού είναι ίσο µε . Να

0t 0S

1 6 µήνεςt = uS

dS 10%r =


	
υπολογισθεί η προθεσµιακή τιµή ενός προθεσµιακού συµβολαίου επί
της µετοχής που ωριµάζει την .

0F

1t Απάντηση Υπενθυµίζουµε ότι τη χρονική στιγµή η προθεσµιακή
τιµή ενός προθεσµιακού συµβολαίου είναι εκείνη η τιµή παράδοσης που
κάνει το συµβόλαιο να έχει µηδενική αξία (την ). Έστω f

0t 0F

0t 0 η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου τη χρονική στιγµή . Έστω
f

0tu η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την εάν η τιµή της
µετοχής είναι S1t u

και fd η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την εάν η τιµή της
µετοχής είναι S1t d. ∆ηλαδή έχουµε την εξής κατάσταση:

Οι risk neutral πιθανότητες είναι κατά τα γνωστά

S0=100

Su=120

Sd=80

q

1-q

B0 B0e0,1·0,5

fu=120-F0

fd=80-F0

f0=0

t0=0 t1=1/2 ∆t

10% 0,50 100 80πιθανότητα ανόδου 0,6282

120 80πιθανότητα καθόδου 1 0,3718

r td

u d

S e S eqS S

q

⋅∆ ⋅⋅ − ⋅ −= = = =

− −= − =

Για να µην υπάρχει arbitrage θα πρέπει να ισχύει [ ]0 (1 )r t u
df e q f q f− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅

που συνεπάγεται ότι [ ]10% 0,5 0 00 0,6282 (120 ) 0,3718 (80 )e
F− ⋅= ⋅ ⋅ − + ⋅ − F

Οπότε λύνοντας την εξίσωση ως προς βρίσκουµε ότι 0F

0 105,1271F = (προφανώς στην πράξη θα χρησιµοποιούσαµε απευθείας
τον τύπο

10% 0,50 0 100

r tF S e e⋅∆ ⋅= ⋅ = ⋅ που είναι πολύ πιο απλός (εδώ απλά κάναµε
ένα παράδειγµα για να δούεµ την εφαρµογή της µεθόδου risk neutral
αποτίµησης.) 4.1.3.4. Παρατηρήσεις

1) Παρατηρείστε ότι οι Arrow-Debreu πιθανότητες εξαρτώνται
αποκλειστικά

από τις διάφορες τιµές του αξιόγραφου A και από το επιτόκιο
r.


	
2) Αν ο τύπος που βγάλαµε είναι συνεπής τότε θα πρέπει να
τιµολογεί σωστά και το αξιόγραφο A . Πράγµατι, προσέξτε ότι αν
αντικαταστήσουµε στον προηγούµενο τύπο το C µε το S το αποτέλεσµα
θα είναι . ∆ηλαδή οι Arrow-Debreu πιθανότητες είναι τέτοιες ώστε η
παρούσα αξία της αναµενόµενης τιµής των µελλοντικων τιµών του
αξιόγραφου

0S

A είναι ίση µε τη σηµερινή του τιµή.

3) Όπως και στην προηγούµενη παρατήρηση µπορούµε να δούµε ότι
και ο Τραπεζικός λογαριασµός B τιµολογείται σωστά. Πράγµατι, αν
θέσει κανείς

(δηλαδή αν υποθέσουµε ότι το παράγωγο είναι τέτοιο που να δίνει
στη λήξη 1 µε βεβαιότητα (δηλ. είναι ουσιαστικά ένας Τραπεζικός
λογαριασµός)), τότε ο παραπάνω τύπος θα δώσει

1u dC C= =

0r tC e− ∆= , δηλαδή το ποσό

που θα έπρεπε να τοποθετήσουµε στην Τράπεζα για να εισπράξουµε 1
µετά από χρόνο ∆t. ∆ηλαδή οι Arrow-Debreu πιθανότητες είναι τέτοιες
ώστε η παρούσα αξία της αναµενόµενης τιµής των µελλοντικων τιµών
του αξιόγραφου Β είναι ίση µε τη σηµερινή του τιµή (βέβαια αυτό θα
συνέβαινε για το αξιόγραφο Β ότι πιθανότητες και να
χρησιµοποιούσαµε!)

4) Παρατηρείστε ότι οι πραγµατικές πιθανότητες p και 1-p που
είχαµε θεωρήσει στο πρώτο διάγραµµα αυτού του κεφαλαίου δεν µπήκαν
ποτέ στη συζήτηση. Εποµένως δεν είχαν καµία σηµασία για τον
υπολογισµό της αξίας του συµβολαίου.

5) Οι Arrow Debreu πιθανότητες που κατασκευάσαµε παραπάνω δεν
έχουν καµµία σχέση µε τις «πραγµατικές» πιθανότητες (πραγµατικές µε
την έννοια της συχνότητας παρατηρήσεων).

6) Οι Arrow Debreu πιθανότητες είναι εκείνες οι πιθανότητες που
καθιστούν martingale τη διαδικασία της παρούσας αξίας των τιµών του
αξιόγραφου A (το κάνουν και για το Β µε τετριµµένο όµως τρόπο). Με
άλλα λόγια όλα τα παιχνίδια που παίζονται σε αυτό το δέντρο κάτω
από αυτές τις πιθανότητες είναι δίκαια αν λάβει κανείς υπόψη του
και τον παράγοντα της αξίας του χρόνου.

4.1.4. Συνοψίζοντας Τα βασικά σηµεία από όλα τα παραπάνω
συγκεντρώνονται περιληπτικά στον επόµενο πίνακα:


	
t0 ∆t t1

B0er∆tB0

SuCu=Πu

S0

SdC0=Π0

Cd=Πd

0r t

u

u d

S e SqS S
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u d

u d

C CS S

φ −=−

0 [ (1 )r t
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4.2. Το ∆ιωνυµικό Μοντέλο Πολλών Περιόδων 4.2.1. Η Αγορά

Ας προσπαθήσουµε να κάνουµε τώρα το µοντέλο µας λίγο πιο
ρεαλιστικό. Θα πυκνώσουµε το µοντέλο µας εισάγοντας περισσότερες
χρονικές στιγµές και επιτρέποντας περισσότερες τιµές στη λήξη.
Ουσιαστικά θα «κολλήσουµε» µεταξύ τους πολλά µοντέλα µιας µιας
περιόδου για να φτιάξουµε ένα µοντέλο πολλών περιόδων.

Ο χρόνος αντιπροσωπεύεται από n+1 χρονικές στιγµές, , , …, t0t
1t n που καθορίζουν n χρονικές περιόδους διάρκειας ∆t η κάθε µια. Η
αξία του χρήµατος για κάθε χρονική περίοδο, αντιπροσωπεύεται από
ένα Τραπεζικό λογαριασµό Β ο οποίος κερδίζει σταθερό επιτόκιο r
συνεχώς ανατοκιζόµενο. Έτσι εάν την «αγοράσουµε» έναν Τραπεζικό
λογαριασµό αξίας it iB (δηλαδή καταθέσουµε ένα ποσό iB στην
Τράπεζα), την 1it + η αξία αυτού του λογαριασµού θα είναι r tiB
e

⋅∆⋅ (δηλ. θα εισπράξουµε r tiB e⋅∆⋅ από την Τράπεζα).

Αντίστοιχα, εάν την «πουλήσουµε» έναν Τραπεζικό λογαριασµό αξίας
it iB (δηλαδή δανεισθούµε ένα ποσό iB από την Τράπεζα), την 1it + η
αξία αυτού του λογαριασµού θα είναι r tiB e

⋅∆⋅ (δηλ. θα χρωστάµε r tiB e⋅∆⋅ στην Τράπεζα).

Η αβεβαιότητα για το µέλλον σε αυτή την αγορά αντιπροσωπεύεται
από ένα αξιόγραφο A το οποίο έχει αβέβαιη (µη προβλέψιµη)
µελλοντική αξία (στο νου µας έχουµε µια µετοχή που δεν πληρώνει
µέρισµα) που η εξέλιξη της τιµής του απεικονίζεται στο παρακάτω
διάγραµµα, όπου έχουµε απεικονίσε
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