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INTRODUCERE
 Sunt prezentate ideile de baz�a ale cursului "Teoria m�asurii �si integrala Lebesgue" �tinut
 studen�tilor anului III, facultatea �Stiin�te Exacte, specialit�a�tile "Matematic�a", "Informatic�a".
 �In mare m�asur�a cursul se sprijin�a pe manualele [1], [2], [10], [11].
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CAPITOLUL 1
 M�ASUR�A
 1. Algebre �si σ-algebre
 Fie X � o mul�time abstract�a, numit�a ��n continuare spa�tiu. Vom nota cu P(X) �
 mul�timea tuturor submul�timilor (p�ar�tilor) spa�tiului X, ∅ � mul�timea vid�a.
 De�ni�tie 1.1.1. O colec�tie nevid�a de submul�timi K ⊂ P(X) se nume�ste inel (clan),
 dac�a ea este ��nchis�a ��n raport ce opera�tiile de reuniune �si diferen�t�a a dou�a mul�timi, adic�a:
 ∀{A,B} ⊂ K ⇒ A ∪B ∈ K, A \B ∈ K.
 Observa�tie 1.1.1. Fie K � inel. Cum pentru orice A,B ∈ K:
 A△B = (A \B) ∪ (B \ A), A ∩B = (A ∪B) \ (A△B),
 rezult�a, c�a inelul K este ��nchis �si ��n raport cu opera�tiile de diferen�t�a simetric�a �si intersec�tie
 a dou�a mul�timi. Totodat�a
 A ∪B = (A△B)△ (A ∩B), A \B = (A△B) ∩ A,
 adic�a putem de�ni inelul �si ��n felul urm�ator.
 De�ni�tie 1.1.2. O colec�tie nevid�a de submul�timi K ⊂ P(X) se nume�ste inel, dac�a ea
 este ��nchis�a ��n raport ce opera�tiile de intersec�tie �si diferen�t�a simetric�a a dou�a mul�timi.
 Observa�tie 1.1.2. Fie K � inel. Din de�ni�tia lui rezult�a nemijlocit urm�atoarele pro-
 priet�a�ti:
 1. ∅ ∈ K;
 2. ∀{A1, A2, ..., An} ⊂ K, n ∈ N ⇒n∪k=1
 Ak ∈ K,n∩k=1
 Ak ∈ K.
 Exemplul 1.1.1. a) Fie A ⊂ X, A = ∅, atunci K = {∅, A} � inel (cel mai "s�arac"
 inel).
 b) K = P(X) � inel (cel mai "bogat" inel).
 c) Fie X = R. K = {A ⊂ X | cardA <∞} � inel.
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d) Fie X = {a, b, c}, atunci K = {∅, {a}, {b, c}, {a, b, c}} � inel.
 Teorema 1.1.1. Orice intersec�tie de inele este un inel.
 Demonstra�tie. Fie {Ki}i∈I o familie de inele, �si K =∩i∈I
 Ki. Fie A ∈ K si B ∈ K.
 Atunci A ∈ Ki �si B ∈ Ki oricare ar � i ∈ I. Cum pentru orice i ∈ I, Ki � inel, rezult�a
 c�a odat�a cu A �si B avem A∪B ∈ Ki, A \ B ∈ Ki oricare ar � i ∈ I. Prin urmare,
 A∪B ∈ K, A \B ∈ K �si K este inel.
 Teorema 1.1.2. Pentru orice familie nevid�a S ⊂ P(X) exist�a �si este unic un inel
 K(S) cu urm�atoarele propriet�a�ti:
 1. S ⊂ K(S);
 2. dac�a B � inel �si S ⊂ B, atunci K(S) ⊂ B.
 Demonstra�tie. Exist�a inele, ce con�tin S, de exemplu, P(X). Considerem intersec�tia
 tuturor inelelor, ce con�tin S:
 K(S) =∩K∈Σ
 K, (1)
 unde Σ � mul�timea tuturor inelelor ce con�tin familia S. Conform teoremei 1.1.1, K(S) este
 inel �si con�tine familia S. Cum K(S) este intersec�tia tuturor inelelor ce con�tin S, K(S) se
 con�tine ��n �ecare dintre aceste inele. Din (1) rezult�a �si unicitatea lui K(S).
 Observa�tie 1.1.3. 1. Inelul (1) se nume�ste inel generat de familia S.
 2. Demonstra�tia teoremei 1.1.2 nu este constructiv�a. Totodat�a indic�am urm�atorul
 procedeu de ob�tinere a inelului generat de S: K(S) este familia de mul�timi, ce se ob�tine
 din mul�timile familiei S ca rezultat al aplic�arii unui num�ar �nit de opera�tii de reuniune �si
 diferen�ta (toate posibile). De exemplu, �e X = {a, b, c}, S = {{a}, {b}}. Atunci K(S) =
 {∅, {a}, {b}, {a, b}}.�In continuare vom folosi adesea urm�atoarea lema:
 Lema 1.1.1. Fie A1, A2, ..., An, ... un �sir arbitrar de mul�timi din inelul K. Atunci
 exist�a mul�timile B1, B2, ..., Bn, ..., ∀i ∈ N Bi ∈ K ce posed�a propriet�a�tile:
 1. Bi ⊂ Ai,∀i ∈ N;
 2. Bi ∩Bj = ∅, i = j;
 3.∞∪i=1
 Ai =∞⊔i=1
 Bi.
 Demonstra�tie. �Sirul de mul�timi (Bn)n va � construit astfel:
 B1 = A1,
 B2 = A2 \ A1,
 4
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B3 = A3 \ (A1 ∪ A2),
 ...
 Bn = An \
 (n−1∪j=1
 Aj
 ),
 ...
 Din modul de de�nire a �sirului (Bn)n rezult�a nemijlocit c�a: a) ∀i ∈ N : Bj ∈ K �si b)
 ∀i ∈ N : Bj ⊂ Aj.
 S�a demonstr�am 2. Fie Bj = Aj \(j−1∪i=1
 Ai
 ), Bk = Ak \
 (k−1∪i=1
 Ai
 )�si j < k. Cum
 Bk = Ak ∩ A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ Aj ∩ ... ∩ Ak−1 si Bk ∩Bj ⊂ Bk ∩ Aj, rezult�a Bk ∩Bj = ∅.
 S�a demonstr�am 3. Cum Aj ⊃ Bj ∀j ∈ N ⇒∞∪i=1
 Ai ⊃∞⊔j=1
 Bj. (2)
 Fie x ∈∞∪j=1
 Aj. Atunci ∃n ∈ N : x ∈ An. Not�am cu n0 cel mai mic num�ar natural cu
 proprietatea: x ∈ An0 �si x /∈ A1, x /∈ A2, ..., x /∈ An0−1,. Rezult�a x ∈ Bn0 �si prin urmare
 x ∈∞⊔j=1
 Bj. Din faptul c�a n0 = 1, rezult�a x ∈ B1 �si iar x ∈∞⊔j=1
 Bj. A�sadar
 n∪j=1
 Aj ⊂n⊔j=1
 Bj. (3)
 Din (2) �si (3) rezult�an∪j=1
 Aj =n⊔j=1
 Bj.
 De�ni�tie 1.1.3. Inelul de mul�timi K se nume�ste σ-inel (clan borelian de mul�timi)
 dac�a ��mpreun�a cu orice �sir de mul�timi A1, A2, ..., An, ... el contine �si reuniunea lor, adic�a
 ∀{A1, A2, ..., An, ...} ⊂ K ⇒∞∪n=1
 An ∈ K.
 De�ni�tie 1.1.4. Inelul de mul�timi K se nume�ste δ-inel, dac�a ��mpreun�a cu orice �sir
 de mul�timi A1, A2, ..., An, ... el con�tine �si intersec�tia lor, adic�a
 ∀{A1, A2, ..., An, ...} ⊂ K ⇒∞∩n=1
 An ∈ K.
 Teorema 1.1.3. Orice σ-inel este �si δ-inel.
 Observa�tie 1.1.4. A�rma�tia reciproc�a nu este just�a.
 Exemplul 1.1.2. a) P(X) at�at σ-inel c�at �si δ-inel.
 5
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b) Familia tuturor mul�timilor m�arginite ale spa�tiului euclidian n-dimensional este δ-
 inel, dar nu este σ-inel (reuniunea num�arabil�a de mul�timi m�arginite nu numaidec�at este o
 mul�time m�arginit�a).
 c) Familia format�a din submul�timile cel mult num�arabile ale spa�tiului X �si din comple-
 mentarele lor constituie un σ-inel.
 Teorema 1.1.4. Orice intersec�tie de σ-inele este σ-inel.
 Teorema 1.1.5. Pentru orice familie nevid�a S ⊂ P(X) exist�a �si este unic σ-inelul
 σ-K(S) cu urm�atoarele propriet�a�ti:
 1. S ⊂ σ-K(S);
 2. dac�a B � σ-inel �si S ⊂ B, atunci σ-K(S) ⊂ B.
 σ-K(S) se nume�ste σ-inel denerat de familia S.
 Demonstra�tiile teoremelor 1.1.4 �si 1.1.5 sunt similare demonstra�tiilor teoremelor 1.1.1
 �si 1.1.2 respectiv.
 De�ni�tie 1.1.5. O colec�tie nevid�a de submul�timi A ⊂ P(X) se nume�ste algebr�a (corp)
 dac�a ea este ��nchis�a ��n raport cu opera�tiile de reuniune a dou�a mul�timi �si complementar�a
 a mul�timii, adic�a
 1. ∀{A,B} ⊂ A ⇒ A ∪B ∈ A;
 2. ∀A ∈ A ⇒ A ∈ A.
 Din de�ni�tie rezult�a urm�atoarele consecin�te:
 1. X ∈ A;
 2. ∀{A1, A2, ..., An} ⊂ A, n ∈ N ⇒n∪k=1
 Ak ∈ A (prin induc�tie);
 3. ∀{A1, A2, ..., An} ⊂ A, n ∈ N ⇒n∩k=1
 Ak ∈ A (��n adev�ar,n∩k=1
 Ak =n∪k=1
 Ak);
 4. ∀{A,B} ⊂ A ⇒ A \B ∈ A.
 Exemplul 1.1.3. a) Familiile {∅, X} �si P(X) sunt cele mai simple exemple de algebre.
 b) Fie X = {a, b, c}. A = {∅, {a}, {b, c}, {a, b, c}} � algebr�a.
 c) Orice inel K cu proprietatea X ∈ K este algebr�a.
 Teorema 1.1.6. Orice intersec�tie de algebre este algebr�a.
 Teorema 1.1.7. Pentru orice familie nevid�a S ⊂ P(X) exist�a �si este unic�a algebra
 A(S) cu urm�atoarele propriet�a�ti:
 1. S ⊂ A(S);
 2. dac�a A � algebr�a �si S ⊂ A, atunci A(S) ⊂ A.
 6
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Algebra A(S) se nume�ste algebr�a generat�a de familia S.
 De�ni�tie 1.1.6. Algebra de mul�timi A se nume�ste σ-algebr�a, dac�a ea este σ-inel,
 adic�a ��mpreun�a cu orice �sir de mul�timi A1, A2, ..., An, ... din A ��n A se con�tine �si∞∪n=1
 An.
 De�ni�tie 1.1.7. Algebra de mul�timi A se nume�ste δ-algebr�a, dac�a este δ-unel.
 Observa�tie 1.1.5. Orice σ-algebr�a este δ-algebr�a si orice δ-algebr�a este σ-algebr�a.
 Teorema 1.1.8. Orice intersec�tie de σ-algebre este σ-algebr�a.
 Teorema 1.1.9. Pentru orice familie nevid�a S ⊂ P(X) exist�a �si este unic�a σ-algebra
 σ-A(S) cu propriet�a�tile:
 1. S ⊂ σ-A(S);
 2. dac�a A � σ-algebr�a �si S ⊂ A, atunci σ-A(S) ⊂ A.
 Sigma-algebra σ-A(S) se nume�ste σ-algebr�a generat�a de familia S.
 Exemplul 1.1.4. a) P(X) � σ-algebr�a.
 b) Fie A = {B ⊂ X | cel pu�tin una din multimile B,B este cel mult numarabil�a}.
 A � σ-algebr�a.
 De�ni�tie 1.1.8. �Sirul de mul�timi {An} se nume�ste cresc�ator (descresc�ator), dac�a
 An ⊂ An+1 (An ⊃ An+1), ∀n ∈ N.
 Prin de�ni�tie limita unui �sir cresc�ator {An} (descresc�ator {Bn}) este∞∪n=1
 An (∞∩n=1
 Bn).
 �Sirurile cresc�atoare �si descresc�atoare se numesc �siruri monotone.
 De�ni�tie 1.1.9. O colec�tie nevid�a de submul�timi M ⊂ P(X) se nume�ste familie
 monoton�a, dac�a ��mpreun�a cu orice �sir monoton de mul�timi {An} ea con�tine �si limn→∞
 An.
 Exemplul 1.1.5. a) P(X) � familie monoton�a de mul�timi.
 b) Orice σ-inel M este familie monoton�a de mul�timi. �In adev�ar, odat�a cu orice �sir de
 mul�timi (nu numaidec�at monoton) σ-inelulM con�tine �si reuniunile �si intersec�tiile num�arabile
 ale lor.
 Teorema 1.1.10. Dac�a inelul K este familie monoton�a, atunci el este σ-inel.
 Demonstra�tie. Fie {An} un �sir arbitrar de mul�timi din inelul K, Bk =k∪i=1
 Ai, k ∈ N.
 Cum K � inel, rezult�a Bk ∈ K, ∀k ∈ N. �Sirul {Bk} este un �sir cresc�ator de mul�timi din K
 �si cum K � familie monoton�a, rezult�a limk→∞
 Bk ∈ K. Ram�ane de observat c�a
 ∞∪n=1
 An = limk→∞
 k∪n=1
 Ak = limk→∞
 Bk ∈ K.
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Teorema 1.1.11. Fie K ⊂ P(X) � inel. Atunci σ-inelul σ(K) generat de inelul K �si
 familia monoton�a M(K) generat�a de inelul K, coincid.
 Demonstra�tie. Cum σ-inelul σ(K) este familie monoton�a (exemplul 1.1.5 b)) avem
 M(K) ⊂ σ(K).
 S�a demonstr�am c�a M(K) � inel, atunci comform teoremei precedente M(K) � σ-inel ce
 con�tine K �si, prin urmare, σ(K) ⊂ M(K) cu ce demonstra�tia teoremei va � ��ncheiat�a.
 Demonstra�tia a�rma�tiei M(K) � inel o vom petrece ��n c�ateva etape.
 1. Fie B ∈ M(K) �si L(B) = {A ⊂ X | {A ∪B, A \B, B \A} ⊂ M(K)}. Din simetria
 condi�tiilor impuse se observ�a echivalen�ta A ∈ L(B) ⇔ B ∈ L(A).
 2. L(B) � familie monoton�a. �In adev�ar, �e A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊂ An ⊂ ... un �sir cresc�ator de
 mul�timi din L(B) �si A = limn→∞
 An =∞∪j=1
 Aj. Cum
 a) A∪B =
 (∞∪j=1
 Aj
 )∪B =
 ∞∪j=1
 (Aj ∪B) = limn→∞
 (An∪B) ∈ M(K), deoarece {Aj∪B}j∈N
 este un �sir cresc�ator de mul�timi din familia monoton�a M(K). Similar
 b) A \B =
 (∞∪j=1
 Aj
 )\B =
 ∞∪j=1
 (Aj \B) = limn→∞
 (An \B) ∈ M(K);
 c) B \A = B \
 (∞∪j=1
 Aj
 )=
 ∞∩j=1
 (B \ Aj) = limn→∞
 (B \An) ∈ M(K), deoarece {B \Aj}j∈N
 este un �sir descresc�ator de mul�timi din familia monoton�a M(K). Prin urmare, A ∈ L(B).
 Similar, dac�a A1 ⊃ A2 ⊃ ... ⊃ An ⊃ ..., Aj ∈ L(B) ∀j ∈ N, atunci
 A = limn→∞
 An =∞∩n=1
 An ∈ L(B).
 A�sadar L(B) � clas�a monoton�a.
 3. Fie B ∈ K. Atunci M(K) ⊂ L(B). �In adev�ar, cum K ⊂ L(B) (dac�a A ∈ K, atunci
 {A ∪B, A \B, B \A} ⊂ K �si cu at�at mai mult {A ∪B, A \B, B \A} ⊂ M(K)) rezult�a
 L(B) � familie monoton�a ce con�tine K �si M(K) ⊂ L(B).
 4. Fie B ∈ M(K). Atunci M(K) ⊂ L(B). �In adev�ar, �e A ∈ K. Conform p.3,
 M(K) ⊂ L(A). Cum B ∈ M(K) avem B ∈ L(A) �si conform p.1 A ∈ L(B). A�sadar
 K ⊂ L(B) �si, prin urmare, M(K) ⊂ L(B).
 5. M(K) � inel. Fie A,B ∈ M(K). Cum B ∈ M(K) conform p.4 M(K) ⊂ L(B) �si ��n
 particular, A ∈ L(B).
 8
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2. Func�tii de mul�timi
 Fie X � spa�tiu, H ⊂ P(X) � o colec�tie nevid�a de submul�timi.
 De�ni�tie 1.2.1. Aplica�tia µ : H → R se nume�ste func�tie de mul�timi.
 De�ni�tie 1.2.2. Func�tia de mul�timi µ se nume�ste nenegativ�a, dac�a ∀A ∈ H :
 µ(A) ≥ 0.
 De�ni�tie 1.2.3. Func�tia de mul�timi µ se nume�ste monoton�a, dac�a ∀{A,B} ⊂ H cu
 A ⊂ B, avem µ(A) ≤ µ(B).
 De�ni�tie 1.2.4. Func�tia de mul�timi µ se nume�ste aditiv�a (�nit aditiv�a), dac�a ∀n ∈ N
 ∀{A1, A2, ..., An} ⊂ H,n∪k=1
 Ak ∈ H, Ai ∩ Aj = ∅, i = j : µ
 (n⊔j=1
 Aj
 )=
 n∑j=1
 µ(Aj).
 De�ni�tie 1.2.5. Func�tia de mul�timi µ se nume�ste semiaditiv�a (�nit semiaditiv�a),
 dac�a ∀n ∈ N ∀{A1, A2, ..., An} ⊂ H,n∪k=1
 Ak ∈ H : µ
 (n∪k=1
 Ak
 )≤
 n∑k=1
 µ(Ak).
 De�ni�tie 1.2.6. Func�tia de mul�timi µ se nume�ste σ-aditiv�a (num�arabil aditiv�a), dac�a
 ∀{A1, A2, ..., An, ...} ⊂ H,∞∪n=1
 An ∈ H, Ai∩Aj = ∅, i = j : µ
 (∞⊔n=1
 An
 )=
 ∞∑n=1
 µ(An).
 De�ni�tie 1.2.7. Func�tia de mul�timi µ se nume�ste σ-semiaditiv�a (num�arabil semiadi-
 tiv�a), dac�a ∀{A1, A2, ..., An, ...} ⊂ H,∞∪n=1
 An ∈ H : µ
 (∞∪n=1
 An
 )≤
 ∞∑n=1
 µ(An).
 De�ni�tie 1.2.8. Func�tia de mul�timi µ : H → (−∞; +∞] se nume�ste �nit�a, dac�a
 ∀A ∈ H : µ(A) < +∞.
 De�ni�tie 1.2.9. Func�tia de mul�timi µ : H → (−∞; +∞] se nume�ste σ-�nit�a, dac�a
 exist�a {An} ⊂ H :∞∪n=1
 An = H �si ∀n ∈ N µ(An) < +∞.
 De�ni�tie 1.2.10. Fie µ : H → R, A ⊂ H. Func�tia de mul�timi µ∣∣A: A → R se
 nume�ste restric�tie a func�tiei µ pe A (iar µ se nume�ste prelungire a func�tiei µ∣∣Ape H),
 dac�a ∀B ∈ A : µ(B) = µ∣∣A(B).
 3. Notiunea de m�asur�a. Propriet�a�ti elementare
 Fie A ⊂ P(X) o algebr�a �si µ : A → R o func�tie de�nit�a pe algebr�a A.
 De�ni�tie 1.3.1. Func�tia µ : A → R se nume�ste m�asur�a, dac�a ea este nenegativ�a �si
 σ-aditiv�a.
 Observa�tie 1.3.1. Din de�ni�tia 1.3.1 rezult�a:
 1. m�asura este o func�tie aditiv�a de mul�timi;
 2. µ(∅) = 0.
 9
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Exemplul 1.3.1. Fie X = ∅, x0 ∈ X. Aplica�tia δx0 : P(X) → R, de�nit�a astfel
 δx0 =
 1, x0 ∈ A,
 0, x0 /∈ A,
 pentru ∀A ∈ P(X), este o m�asur�a (m�asura Dirac).
 Exemplul 1.3.2. Fie X un spa�tiu arbitrar, (xj)j∈N � un �sir �xat de puncte distincte
 din X, (µj)j∈N � un �sir de numere nenegative cu∞∑j=1
 µj < +∞, µ : P(X) → R o func�tie de
 mul�timi de�nit�a pe σ-algebra P(X) ��n felul urm�ator:
 µ(A) =∑j:xj∈A
 µj, ∀A ∈ P(X), µ(∅) = 0.
 Func�tia µ este o m�asur�a, ce se nume�ste m�asur�a discret�a.
 �In adev�ar: a) nenegativitatea este evident�a;
 b) σ-aditivitatea: �e {A1, A2, ..., An, ...} ⊂ P(X) cu Ai ∩ Aj = ∅, i = j. Cum termenii
 unei serii absolut convergente pot � grupa�ti �si permuta�ti:
 µ
 (∞⊔j=1
 Aj
 )=
 ∑k:xk∈
 ∪jAj
 µk =∑
 ∪j{k|xk∈Aj}
 µk =∞∑j=1
 ∑k:xk∈Aj
 µk =∞∑j=1
 µ(Aj).
 Observa�tie 1.3.2. Sensul �zic al m�asurii discrete este reparti�tia punctual�a a maselor.
 Exemplul 1.3.3. Orice m�asur�a µ cu µ(X) = 1 se nume�ste probabilistic�a. M�asura
 Dirac este o m�asur�a probabilistic�a, m�asura discret�a este probabilistic�a, dac�a∑i
 µi = 1.
 Propriet�a�ti 1.3.1.
 1. M�asura este o func�tie monoton�a de mul�timi.
 �In adev�ar, �e {A,B} ⊂ A cu A ⊂ B. Cum B = A ⊔ (B \ A),
 µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).
 2. M�asur�a este o func�tie substractiv�a de mul�timi
 ∀{A,B} ⊂ A cu A ⊂ B µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).
 3. M�asur�a este o func�tie aditiv�a de mul�timi.
 4. ∀{A,B} ⊂ A µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).
 10
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5. Formula lui Poincar�e. Pentru orice {A1, A2, ..., An} ⊂ A
 µ
 (n∪i=1
 Ai
 )=
 ∑L⊂{1,2,...,n}
 (−1)cardL+1µ
 (∩i∈L
 Ai
 ).
 6. M�asur�a este o func�tie σ-semiaditiv�a de mul�timi.
 Fie {An}n∈N ⊂ A. Aplic�and lema 1.1.1 �si monotonia m�asurii, se ob�tine
 µ
 (∪n
 An
 )= µ
 (⊔n
 Bn
 )=∑n
 µ(Bn) ≤∑n
 µ(An).
 4. M�asur�a exterioar�a
 Fie X � spa�tiu, A � algebr�a de mul�timi din P(X), µ � o m�asur�a de�nit�a pe A.
 Oricare n-ar � mul�timea A ⊂ X, exist�a a�sa mul�timi A1, A2, ..., An, ... din A astfel ��nc�at
 A ⊂∞∪i=1
 Ai � de exemplu, A1 = X,A2 = A3 = ... = ∅. Consider�am func�tia µ∗, de�nit�a ��n
 felul urm�ator:
 ∀A ⊂ X : µ∗(A) = inf∑j
 µ(Aj), (4)
 unde in�mul se ia dup�a toate acoperirile posibile ale mul�timii A cu mul�timi Aj din algebra
 A.
 De�ni�tie 1.4.1. Func�tia µ∗ de�nit�a ��n (2) se nume�ste m�asur�a exterioar�a.
 Observa�tie 1.4.1. µ∗ nu este m�asur�a (µ∗ nu este σ-aditiv�a).
 De�ni�tie 1.4.2. Se numeste m�asur�a interioar�a a mul�timii A ⊂ X num�arul µ∗(A):
 µ∗(A) = µ(X)− µ∗(X \ A). (5)
 Propriet�a�ti 1.4.1.
 1. µ∗(A) ≤ µ∗(A) ∀A ⊂ X.
 2. ∀A ∈ A : µ∗(A) = µ∗(A) = µ(A).
 �In adev�ar, avem A ∈ A, printre toate acoperirile posibile ale lui A cu mul�timi din algebra
 A avem �si A1 = A, A2 = A3... = ∅, astfel
 µ∗(A) ≤ µ(A). (6)
 11

Page 12
                        

Pe de alt�a parte, conform de�ni�tiei in�mumului, pentru orice ε > 0 exist�a a�sa o acoperire
 {Aj}j a mul�timii A cu mul�timi Aj ∈ A, ∀j ∈ N astfel ��nc�at∑j
 µ(Aj) < µ∗(A) + ε. (7)
 Cum
 A = A ∩
 (∪j
 Aj
 )=∪j
 (A ∩ Aj),
 �tin�and seam�a de monotonia �si σ-aditivitatea m�asurii se ob�tine
 µ(A) = µ(∪j
 (A ∩ Aj)) ≤∑j
 µ(A ∩ Aj) ≤∑j
 µ(Aj)
 �si utiliz�and (7) µ(A) < µ∗(A) + ε. Cum ε este ales arbitrar, de aici rezult�a
 µ(A) ≤ µ∗(A). (8)
 Din (6) �si (8) rezult�a µ(A) = µ∗(A).
 Conform de�ni�tiei m�asurii interioare
 µ∗(A) = µ(X)− µ∗(X \ A) = µ(X)− µ(X \ A) = µ(A).
 3. M�asura exterioar�a este o func�tie nenegativ�a �si µ∗(∅) = 0.
 4. M�asura exterioar�a este o func�tie monoton�a.
 5. M�asura exterioar�a este o func�tie semiaditiv�a.
 6. M�asura exterioar�a este o func�tie σ-semiaditiv�a, adica pentru orice A1, A2, ..., An, ...
 din X are loc inegalitatea
 µ∗(∪j
 Aj) ≤∑j
 µ∗(Aj). (9)
 Dac�a seria din (9) este divergent�a, inegalitatea este demonstrat�a. Fie ea converge.
 Conform de�ni�tiei m�asurii exterioare, oricare n-ar � ε > 0 �si j �xat se va g�asi a�sa un �sir
 de mul�timi {Ajk}k∈N astfel ��nc�at Ajk ∈ A,∪k
 Ajk ⊃ A �si
 ∑k
 µ(Ajk) < µ∗(Aj) +ε
 2j. (10)
 �Insum�and (10) dup�a j de la 1 la ∞ se ob�tine∑j
 ∑k
 µ(Ajk) <∑j
 µ∗(Aj) + ε. (11)
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�In plus,∪j
 ∪k
 Ajk ⊃∪j
 Aj si conform de�nitiei µ∗:
 µ∗
 (∪j
 Aj
 )≤∑j
 ∑k
 µ(Ajk). (12)
 Din (11) �si (12) se ob�tine
 µ∗
 (∪j
 Aj
 )<∑j
 µ∗(Aj) + ε,
 de unde, ε �ind arbitrar, ob�tinem σ-aditivitatea m�asurii exterioare.
 7. ∀{A,B,C} ⊂ X : µ∗(A△B) ≤ µ∗(A△C) + µ∗(C△B).
 8. ∀{A,B} ⊂ X : | µ∗(A)− µ∗(B) |≤ µ∗(A△B).
 9. M�asura interioar�a este o func�tie nenegativ�a, monoton�a �si σ-semiaditiv�a de mul�timi.
 Observa�tie 1.4.2. Uneori este comod de a de�ni m�asura exterioar�a axiomatic:
 De�ni�tie 1.4.3. Func�tia de mul�timi µ∗ : P(X) → R se nume�ste m�asur�a exterioar�a,
 dac�a
 1. ∀A ∈ P(X) : µ∗(A) ≥ 0; µ∗(∅) = 0;
 2. µ∗ este func�tie monoton�a;
 3. µ∗ este o func�tie σ-semiaditiv�a.
 5. Mul�timi m�asurabile. Extinderea m�asurii
 Fie A1 o algebr�a �si µ1 : A1 → R o masur�a, A2 ⊃ A � de asemenea o algebr�a �si
 µ2 : A2 → R � m�asur�a. Dac�a A ∈ A1 implic�a µ1(A) = µ2(A), se spune c�a µ2 constituie o
 prelungire (extensiune) a m�asurii µ1 la algebra A2.
 �In acest paragraf vom ar�ata cum cu ajutorul no�tiunii de m�asur�a exterioar�a poate �
 prelingit�a m�asura de�nit�a pe algebra A pe o σ-algebr�a ce con�tine A.
 Fie X � spa�tiu, A ⊂ P(X) � o algebr�a de mul�timi, µ : A → R o m�asur�a, µ∗ � m�asura
 exterioar�a de�nit�a de (2) �4 pentru ∀A ⊂ X.
 De�ni�tie 1.5.1. Mul�timea A ⊂ X se nume�ste m�asurabil�a (µ∗-m�asurabil�a, m�asurabil�a
 ��n sens Carath�eodory), dac�a pentru ∀E ⊂ X are loc egalitatea
 µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ A). (13)
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Observa�tie 1.5.1. Deoarece m�asura exterioar�a este o func�tie semiaditiv�a �si
 E = (E ∩ A)⊔(E ∩ A), avem
 µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ A), ∀E ⊂ X,
 de aceea, pentru a veri�ca dac�a mul�timea E e m�asurabil�a sau ba, este su�cient de a veri�ca
 inegalitatea opusa.
 Vom nota totalitatea mul�timilor m�asurabile a A, iar restrictia masurii exterioare µ∗ pe
 A ca µ:
 µ = µ∗ |A .
 Teorema 1.5.1. A � σ-algebr�a ce con�tine algebra A.
 Demonstra�tie. Vom demonstra teorema ��n c�ateva etape.
 I. A � algebr�a.
 a) Fie ∀{A1, A2} ⊂ A. S�a ar�at�am c�a A1 ∪ A2 ∈ A.
 Cum A2 ∈ A, conform de�ni�tiei 1.5.1
 µ∗(E) = µ∗(E ∩ A2) + µ∗(E ∩ A2), ∀E ⊂ X,
 de unde
 µ∗(E ∩ A1) = µ∗(E ∩ A1 ∩ A2) + µ∗(E ∩ A1 ∩ A2), ∀E ⊂ X, (14)
 µ∗(E ∩ A1) = µ∗(E ∩ A1 ∩ A2) + µ∗(E ∩ A1 ∩ A2), ∀E ⊂ X. (15)
 �Insum�and (14) cu (15) �si �tin�and seama c�a A1 ∈ A se ob�tine
 µ∗(E) = µ∗(E∩A1∩A2)+µ∗(E∩A1∩A2)+µ
 ∗(E∩A1∩A2)+µ∗(E∩A1∩A2), ∀E ⊂ X. (16)
 �Inlocuim ��n aceast�a ultim�a egalitate mul�timea E prin mul�timea E ∩ (A1 ∪ A2) �si ob�tinem
 µ∗(E∩(A1∪A2)) = µ∗(E∩A1∩A2)+µ∗(E∩A1∩A2)+µ
 ∗(E∩A1∩A2), ∀E ⊂ X. (17)
 Din (16) �si (17) rezult�a
 µ∗(E) = µ∗(E ∩ (A1 ∪ A2)) + µ∗(E ∩ (A1 ∪ A2)), ∀E ⊂ X,
 adic�a A1 ∪ A2 ∈ A.
 b) Fie A ∈ A. Atunci A ∈ A (rezult�a imediat din simetria egalit�a�tii (13) ��n raport cu A
 �si A).
 A�sadar, A � algebr�a.
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Observa�tie 1.5.2. Daca {A1, A2} ⊂ A �si A1 ∩ A2 = ∅ din (17) rezult�a
 µ∗(E ∩ (A1 ⊔ A2)) = µ∗(E ∩ A1) + µ∗(E ∩ A2), ∀E ⊂ X. (18)
 Prin induc�tie, daca {A1, A2, ..., An} ⊂ A, ∀n ∈ N, Ai ∩ Aj = ∅ i = j
 µ∗
 (E ∩
 (n⊔j=1
 Aj
 ))=
 n∑j=1
 µ∗(E ∩ Aj), ∀E ⊂ X. (19)
 II. A � σ-algebr�a. Fie A1, A2, ..., An, ... mul�timi m�asurabile. S�a ar�at�am ca∞∪i=1
 Aj ∈ A.
 Vom considera c�a Ai ∩ Aj = ∅, i = j (pentru cazul general se utilizeaz�a Lema 1 �1).
 Conform observa�tiei la de�ni�tia 1.5.1 este su�cient s�a stabilim inegalitatea
 µ∗(E) ≥ µ∗
 (E ∩
 (⊔j
 Aj
 ))+ µ∗
 E ∩
 (⊔j
 Aj
 ) ,∀E ⊂ X. (20)
 Cum A � algebr�a,n⊔j=1
 Aj ∈ A, ∀n ∈ N �si, prin urmare,
 µ∗(E) = µ∗
 (E ∩
 (n⊔j=1
 Aj
 ))+ µ∗
 E ∩
 (n⊔j=1
 Aj
 ) ,∀E ⊂ X,
 de unde untiliz�and (19) �si monotonia m�asurii exterioare se ob�tine
 µ∗(E) ≥n∑j=1
 µ∗(E ∩ Aj) + µ∗
 E ∩
 (⊔j
 Aj
 ) ,∀E ⊂ X.
 Trec�and ��n ultima inegalitate la limit�a cu n→ ∞, se ob�tine
 µ∗(E) ≥∑j
 µ∗(E ∩ Aj) + µ∗
 E ∩
 (⊔j
 Aj
 ) ,∀E ⊂ X. (21)
 Cum m�asura exterioar�a este σ-semiaditiv�a
 µ∗
 (E ∩
 (⊔j
 Aj
 ))= µ∗
 (⊔j
 (E ∩ Aj)
 )≤∑j
 µ∗(E ∩ Aj)
 �si �tin�and seam�a de (21) se ob�tine
 µ∗(E) ≥ µ∗
 (E ∩
 (⊔j
 Aj
 ))+ µ∗
 E ∩
 (⊔j
 Aj
 ) ,∀E ⊂ X,
 adica⊔j Aj ∈ A �si, prin urmare, A � σ-algebr�a.
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III. A ⊂ A, adica orice mul�time A ∈ A este m�asurabil�a. Conform observa�tiei 1.5.1 este
 su�cient s�a ar�at�am ca pentru ∀A ∈ A:
 µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗ (E ∩ A), ∀E ⊂ X. (22)
 Conform de�ni�tiei in�mumului pentru ∀ε > 0 exist�a mul�timile A1, A2, ..., An, ... din A
 astfel ��nc�at E ⊂∪n
 An
 µ∗(E) + ε >∑j
 µ(Aj). (23)
 Cum Aj = (Aj ∩ A) ⊔ (Aj ∩ A), µ(Aj) = µ(Aj ∩ A) + µ(Aj ∩ A), �si (23) se scrie
 µ∗(E) + ε >∑j
 µ(Aj ∩ A) +∑j
 µ(Aj ∩ A). (24)
 �In plus
 E ∩ A ⊂
 (∪j
 Aj
 )∩ A =
 ∪j
 (Aj ∩ A),
 E ∩ A ⊂
 (∪j
 Aj
 )∩ A =
 ∪j
 (Aj ∩ A),
 de unde rezult�a (a se vedea de�ni�tia m�asurii exterioare)∑j
 µ(Aj ∩ A) ≥ µ∗(E ∩ A),∑j
 µ(Aj ∩ A) ≥ µ∗(E ∩ A)
 �si, prin urmare, din (24) se ob�tine
 µ∗(E) + ε > µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ A), ∀E ⊂ X. (25)
 Cum ε este arbitrar, din (25) rezult�a (22).
 Teorema 1.5.2. Restric�tia µ = µ∗ |A este m�asur�a.
 Demonstra�tie. Nenegativitatea µ este clar�a. R�am�ane s�a demonstr�am σ-aditivitatea
 func�tiei µ, pentru ce este su�cient s�a ar�at�am c�a m�asura exterioar�a este σ-aditiv�a pe A.
 Fie A1, A2, ..., An, ... ⊂ A, Ai ∩ Aj = ∅, i = j. �Inlocuind ��n (21) E =⊔j
 Aj se
 ob�tine
 µ∗(⊔j
 Aj) ≥∑j
 µ∗(Aj). (26)
 Cum m�asura exterioar�a este o func�tie σ-semiaditiv�a
 µ∗(⊔j
 Aj) ≤∑j
 µ∗(Aj). (27)
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Din (26) �si (27) rezult�a µ∗(⊔j
 Aj) =∑j
 µ∗(Aj).
 Teorema 1.5.3. (Existen�ta prelungirii m�asurii). Fie µ o m�asur�a de�nit�a pe algebra
 A ⊂ P(X). Atunci exist�a o σ-algebr�a A1 ⊃ A �si o m�asur�a µ1 : A1 → R astfel ��nc�at
 µ1 |A= µ.
 Demonstra�tie. Demonstra�tia rezult�a din teoremele 1.5.1 �si 1.5.2. �In adev�ar, construim
 m�asura exterioar�a µ∗ dup�a m�asura µ, ��n calitate de A1 consider�am σ-algebra A mul�timilor
 µ∗-m�asurabile, iar ��n calitate de µ1 � m�asura µ. Astfel se ob�tine prelungirea m�asurii µ pe
 σ-algebr�a.
 Observa�tie 1.5.3. Fie µ o m�asur�a pe algebra A ⊂ P(X), σ(A) � σ-algebra generat�a
 de algebra A. Prelungirea masurii µ pe σ(A), µσ se nume�ste prelungire minimal�a a m�asurii
 µ. Cum A ⊃ A, σ(A) ⊂ A, prin urmare, putem de�ni µσ astfel: µσ = µ |σ(A). Este clar, c�a
 µσ � m�asur�a �si, ��n plus, µσ |A= µ |A= µ, adic�a µσ � prelungire minimal�a a m�asurii µ.
 Teorema 1.5.4. (Unicitatea prelungirii m�asurii). Fie A ⊂ P(X) � algebr�a,
 σ(A) � σ-algebra generat�a de A, µ, ν � m�asuri de�nite pe σ(A). Dac�a µ(A) = ν(A)
 pentru ∀A ∈ A, atunci µ = ν.
 6. Propriet�a�tile mul�timilor m�asurabile �si m�asurii
 De�ni�tie 1.6.1. M�asura µ de�nit�a pe algebra A se nume�ste complet�a, dac�a
 A ∈ A, B ⊂ A �si µ(A) = 0 implic�a B ∈ A.
 Teorema 1.6.1. Fie µ o masur�a de�nit�a pe algebra A ⊂ P(X), µ∗ � masura exterioar�a
 respectiv�a. Dac�a µ∗(A) = 0 pentru un careva A ⊂ X, atunci A ∈ A �si µ(A) = 0.
 Demonstra�tie. Pentru demonstra c�a A ∈ A este su�cient s�a stabilim inegalitatea
 µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ A), ∀E ⊂ X.
 Cum E ∩ A ⊂ A utiliz�and monotonia �si nenegativitatea m�asurii exterioare, se ob�tine
 0 ≤ µ∗(E ∩ A) ≤ µ∗(A) = 0,
 adic�a µ∗(E ∩ A) = 0.
 �In plus, E ∩ A ⊂ E �si cum m�asura exterioar�a e monoton�a
 µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ A) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ A),
 rezult�a A ∈ A. Atunci µ(A) = µ∗(A) = 0.
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Teorema 1.6.2. M�asura µ este o m�asur�a complet�a.
 Demonstra�tie. Fie A ∈ A, B ⊂ A �si µ(A) = 0. Atunci µ∗(A) = 0 �si cum m�asura ex-
 terioar�a este monoton�a, µ∗(B) ≤ µ∗(A), de unde µ∗(B) = 0. Conform teoremei precedente
 B ∈ A �si µ(B) = 0.
 Teorema 1.6.3. (Continuitatea m�asurii ��n raport cu reuniunile). Fie µ � m�asur�a
 de�nit�a pe σ-algebra A ⊂ P(X), {An} � un �sir cresc�ator de mul�timi din A. Atunci
 µ
 (∪j
 Aj
 )= lim
 n→∞µ(An).
 Demonstra�tie. Cum
 ∞∪j=1
 Aj = A1 ⊔ (A2 \ A1) ⊔ (A3 \ A2) ⊔ ...
 utiliz�and σ-aditivitatea �si subtractivitatea m�asurii se ob�tine
 µ
 (∪j
 Aj
 )= µ(A1) +
 ∞∑n=2
 µ(Aj \ Aj−1) = µ(A1) + limn→∞
 n∑j=2
 µ(Aj \ Aj−1) =
 = limn→∞
 [µ(A1) +
 n∑j=2
 (µ(Aj)− µ(Aj−1))
 ]= lim
 n→∞µ(An).
 Teorema 1.6.4. (Continuitatea m�asurii ��n raport cu intersec�tiile). Fie µ � m�asur�a
 de�nit�a pe σ-algebra A ⊂ P(X), {An} � un �sir descresc�ator de mul�timi din A. Atunci
 µ
 (∩j
 Aj
 )= lim
 n→∞µ(An).
 Demonstra�tie. Consider�and A1 ca spa�tiu ce con�tine toate mul�timile Aj, conform
 legilor De Morgan
 A1 \∩j
 Aj =∪j
 (A1 \ Aj)
 de unde ∩j
 Aj = A1 \∪j
 (A1 \ Aj)
 �si cum m�asura µ e substractiv�a
 µ
 (∩j
 Aj
 )= µ(A1)− µ
 (∪j
 (A1 \ Aj)
 ).
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Dar �sirul de mul�timi {A1 \ Aj}j este cresc�ator �si conform teoremei precedente
 µ
 (∩j
 Aj
 )= µ(A1)− lim
 n→∞µ(A1 \ An) = µ(A1)− lim
 n→∞(µ(A1)− µ(An)) = lim
 n→∞µ(An).
 Observa�tie 1.6.1. Teoremele 1.6.3 �si 1.6.4 pot � formulate ca o singur�a teorem�a, �si
 anume
 Teorema 1.6.5. (Continuitatea m�asurii). Fie µ � m�asur�a de�nit�a pe σ-algebra
 A ⊂ P(X), {An}n un �sir monoton de mul�timi din A. Atunci
 µ(limn→∞
 An
 )= lim
 n→∞µ(An).
 Teorema 1.6.6. (Condi�tie necesar�a de m�asurabilitate). Fie µ � m�asur�a de�nit�a
 pe algebra A ⊂ P(X), µ � prelungirea m�asurii µ pe σ-algebra A mul�timilor m�asurabile.
 Atunci pentru ∀A ∈ A �si ∀ε > 0 ∃Aε ∈ A astfel ��nc�at
 µ(A△ Aε) < ε. (28)
 Demonstra�tie. Fie ε > 0 �xat. Conform de�ni�tiei m�asurii exterioare pentru
 µ(A) = µ∗(A) �si num�arulε
 2se va g�asi a�sa o acoperire {Aj}j a mul�timii A cu mul�timi
 Aj ∈ A
 µ(A) +ε
 2>∑j
 µ(Aj). (29)
 Din (29), tin�and seam�a de monotonia �si σ-aditivitatea m�asurii µ se ob�tine pentru �ecare
 n ≥ 1
 µ(A) +ε
 2> µ
 (∪j
 Aj
 )≥ µ
 (n∪j=1
 Aj
 ). (30)
 Cum∪j
 Aj = A1 ∪ (A1 ∪ A2) ∪ (A1 ∪ A2 ∪ A3) ∪ ..., conform teoremei 1.6.3
 µ
 (∪j
 Aj
 )= lim
 n→∞µ
 (n∪j=1
 Aj
 ).
 Prin urmare, ∃n0 ∈ N astfel ��nc�at
 µ
 (n0∪j=1
 Aj
 )+ε
 2> µ
 (∪j
 Aj
 ). (31)
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Fie Aε =n0∪j=1
 Aj. Atunci din (30) �si (31) se ob�tine
 µ(Aε \ A) ≤ µ
 (∪j
 Aj \ A
 )<ε
 2,
 µ(A \ Aε) ≤ µ
 (∪j
 Aj \n0∪j=1
 Aj
 )<ε
 2,
 de unde rezult�a
 µ(A△ Aε) < ε.
 7. M�asuri σ-�nite
 De�ni�tia m�asurii dat�a ��n �3 presupunea µ(A) < +∞ pentru ∀A ∈ A. �In acela�si timp
 se consider�a �si m�asuri ce pot lua valori in�nite. M�asurile considerate p�an�a acum se numesc
 �nite.
 De�ni�tie 1.7.1. Fie A ⊂ P(X) o algebr�a de mul�timi. Func�tie µ, de�nit�a pe A se
 nume�ste m�asura, dac�a
 1. ∀A ∈ A : 0 ≤ µ(A) ≤ +∞, µ(∅) = 0;
 2. µ este o func�tie σ-aditiv�a de mul�timi.
 Observa�tie 1.7.1. R�am�an valabile a�rma�tiile �3 �si �4 �si teoremele 1.6.1-1.6.5 din �6,
 at�at c�at ��n teorema 1.6.4 este necesar de a ad�auga condi�tia: ∃j ∈ N : µ(Aj) < +∞. Pentru
 valabilitatea celorlalte a�rma�tii este necesar de a considera m�asurii σ-�nite.
 De�ni�tie 1.7.2. M�asura µ : A → [0; +∞] se nume�ste σ-�nit�a, dac�a exist�a un �sir
 ascendent de mul�timi {An}n din algebra A astfel ��nc�at µ(An) < +∞, ∀n ∈ N �si X =∪n
 An.
 Observa�tie 1.7.2. Condi�tia {An}n � �sir ascendent ��n de�ni�tia 1.7.2 poate � omis�a.
 Exemplul 1.7.1. a) Fie X = N, A = σ(N), µ : σ(N) → [0; +∞] :
 µ(A) =
 cardA, dac�a A este mul�time �nit�a;
 ∞, dac�a A este mul�time in�nit�a.
 µ � m�asur�a σ-�nit�a.
 b) Dac�a ��n cazul m�asurii discrete se omite condi�tia∑j
 µj < +∞, se ob�tine o masur�a
 discret�a σ-�nit�a.
 20

Page 21
                        

8. M�asura Lebesgue
 Un exemplu important de m�asur�a este m�asura Lebesgue, ��ntrodus�a ��n tendin�ta de a
 extinde no�tiunea de integral�a.
 Fie X = [a, b), unde −∞ < a < b < +∞, un interval �xat al axei reale, A � algebra ge-
 nerat�a de familia semiintervalelor [α, β) ⊂ [a, b). Fiecare element al algebrei A se reprezint�a
 ca
 A =n⊔i=1
 [αi, βi). (32)
 Lungimea semiintervalului [α, β) (segmentului [α, β], intervalului (α, β)) este egal�a cu
 β − α. Lungimea elementului (32) se de�ne�ste astfel:
 l(A) =n∑i=1
 (βi − αi). (33)
 Consider�am func�tia µ : A → R, de�nit�a astfel:
 µ(A) = l(A), A ∈ A, A = ∅, µ(∅) = 0. (34)
 Teorema 1.8.1. Func�tia µ, de�nit�a de (34) este m�asur�a.
 De�ni�tie 1.8.1. Fie µ∗ � m�asura exterioar�a indus�a de m�asur�a µ din teorema 1.8.1.
 Mul�timile µ∗-m�asurabile se numesc m�asurabile ��n sens Lebesgue, iar prelungiream a m�asurii
 µ pe σ-algebra A = A([a, b)) a mul�timilor m�asurabile ��n sens Lebesgue se nume�ste m�asura
 Lebesgue.
 Observa�tie 1.8.1. M�asura Lebesgue a mul�timii m�arginite A nu depinde de alegerea
 semiintervalului [a, b), ��n sens c�a dac�a A ⊂ [a, b) �si A ⊂ [a1, b1), m �si m1 � m�asurile
 Lebesgue construite pentru [a, b) respectiv [a1, b1), A m�asurabil�a dup�a m�asura m, atunci A
 este masurabil�a dup�a m1 �si m(A) = m1(A).
 Propriet�a�ti 1.8.1.
 1. Mul�timea ce const�a dintr-un singur punct este m�asurabil�a ��n sens Lebesgue �si are
 m�asura Lebesgue egal�a cu zero.
 Fie A = {x}. Este su�cient s�a ar�at�am c�a m∗(A) = 0, unde m∗ � m�asura exterioar�a,
 dup�a care e construit�a m�asura Lebesgue.
 Conform de�ni�tiei m�asurii exterioare
 0 ≤ m∗({x}) ≤ inf∑j
 m(Aj), Aj ∈ A, ∀j :∪j
 Aj ⊃ {x},
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dar ��n calitate de acoperire a mul�timii {x} poate � luat orice semiinterval [α, β) ce con�tine
 acest punct. Prin urmare,
 0 ≤ m∗({x}) ≤ infx∈[α,β)
 m([α, β)) = infx∈[α,β)
 (β − α) = 0,
 de unde m∗({x}) = 0. A�sadar {x} ∈ A �si m({x}) = 0.
 2. Orice mul�time m�arginit�a, cel mult num�arabil�a de puncte ale axei reale, este m�asurabil�a
 �si m�asura ei este egal�a cu zero.
 Observa�tie 1.8.2. M�asura punctelor ra�tionale de pe segmentul [0,1] este egal�a cu zero.
 3. Orice interval (deschis, semideschis, ��nchis) este m�asurabil ��n sens Lebesgue �si m�asura
 lui coincide cu lungimea lui.
 m([α, β)) = m([α, β]) = m((α, β)) = m((α, β]) = β − α.
 4. Orice mul�time m�arginit�a, deschis�a sau ��nchis�a este m�asurabil�a ��n sens Lebesgue.
 De�ni�tie 1.8.2. Fie X � un spa�tiu topologic arbitrar. σ-algebra B(X) generat�a de
 familia tuturor mul�timilor deschise din X se nume�ste σ-algebr�a borelian�a, iar elementele ei
 � mul�timi boreliene.
 Mul�timi boreliene sunt, ��n particular, toate mul�timile deschise, ��nchise, mul�timile de
 tip Fσ (reuniuni num�arabile de mul�timi ��nchise), Gδ (intersec�tii num�arabile de mul�timi
 deschise), Fσδ (intersec�tii num�arabile de mul�timi Fσ), Gδσ (reuniuni num�arabile de mul�timi
 Gδ) etc.
 �In particular, dac�a X = [a, b) se ob�tine B([a, b)). Mul�timea B ⊂ R se nume�ste mul�time
 borelian�a m�arginit�a, dac�a ea se con�tine ��ntr-o careva σ-algebr�a borelian�a B([a, b)).
 5. Orice mul�time borelian�a m�arginit�a de pe dreapt�a este m�asurabil�a ��n sens Lebesgue.
 6. Fie A � o mul�time m�asurabil�a, m�arginit�a a dreptei reale. Atunci pentru orice ε > 0
 exist�a a�sa o mul�time deschis�a, m�arginit�a G ⊂ R astfel ��nc�at G ⊃ A �si m(G \ A) < ε.
 7. Fie A � o mul�time m�asurabil�a, m�arginit�a a dreptei reale. Atunci pentru orice ε > 0
 exist�a a�sa o mul�time ��nchis�a F astfel ��nc�at F ⊂ A �si m(A \ F ) < ε.
 Observa�tie 1.8.3. Am construit m�asura Lebesgue pentru mul�timile m�arginite de pe
 axa real�a, ��ns�a familia tuturor mul�timilor m�asurabile m�arginite pe ax�a nu formeaz�a o σ-
 algebr�a, chiar nici σ-inel. Vom construi m�asura Lebesgue pentru mul�timi arbitrare ale axei
 reale. Aceast�a m�asur�a ce poate primi �si valoarea +∞ este σ-�nit�a, iar familia mul�timilor
 m�asurabile este σ-algebr�a.
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De�ni�tie 1.8.3. Mul�timea A ⊂ R se nume�ste m�asurabil�a ��n sens Lebesgue, dac�a
 pentru ∀n ∈ N este m�asurabil�a Lebesgue mul�timea m�arginit�a A ∩ [−n, n).
 Vom nota cu A familia tuturor mul�timilor m�asurabile ��n sens Lebesgue.
 Teorema 1.8.2. A � σ-algebr�a.
 Demonstra�tie. a) R ∈ A. �In adev�ar, pentru ∀n ∈ N mul�timea R ∩ [−n, n) = [−n, n)
 este o mul�time m�asurabil�a m�arginit�a.
 b) Fie {A,B} ⊂ A. Atunci, pentru ∀n ∈ N mul�timea
 (A \B) ∩ [−n, n) = (A ∩ [−n, n)) \ (B ∩ [−n, n))
 este o mul�time m�asurabil�a m�arginit�a ca diferen�ta a dou�a astfel de mul�timi. Prin urmare,
 A \B ∈ A.
 c) Fie {A1, A2, ..., An, ...} ⊂ A. Atunci mul�timea(∪j
 Aj
 )∩ [−n, n) =
 ∪j
 (Aj ∩ [−n, n))
 este o mul�time m�asurabil�a m�arginit�a, ∀n ∈ N. Rezult�a∪j
 Aj ∈ A.
 Din a)-c) rezult�a c�a A � σ-algebr�a.
 Fie A ⊂ R o mul�time arbitrar�a. Consider�am �sirul numeric mn(A) = m(A ∩ [−n, n)).
 �Sirul numeric cu termeni pozitivi mn(A) �ind cresc�ator (A∩ [−n, n) ⊂ A∩ [−(n+1), n+1))
 are limit�a (�nit�a sau in�nit�a).
 De�ni�tie 1.8.4. Fie A ∈ A. M�asur�a Lebesgue a mul�timii A se nume�ste limita
 m(A) = limn→∞
 m(A ∩ [−n, n)). (35)
 Teorema 1.8.3. Func�tia de mul�timi (35) este o m�asur�a σ-�nit�a de�nit�a pe σ-algebra
 A.
 Demonstra�tie. 1. m-m�asur�a. �In adev�ar, din de�ni�tie rezult�a m(A) ≥ 0 �si m(∅) = 0.
 Fie A1, A2, ..., An, ... mul�timi m�asurabile Ai ∩ Aj = ∅, i = j. Atunci
 m
 (⊔j
 Aj
 )= lim
 n→∞m
 ((⊔j
 Aj
 )∩ [−n, n)
 )= lim
 n→∞m
 (⊔j
 (Aj ∩ [−n, n))
 ),
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de unde tin�and seam�a de σ-aditivitatea m�asurii Lebesgue a mul�timilor m�arginite din inter-
 valul [−n, n)
 m
 (⊔j
 Aj
 )= lim
 n→∞
 ∑j
 m (Aj ∩ [−n, n)) .
 Trec�and la limit�a termen cu termen (termenii seriei sunt nenegativi) se ob�tine
 m
 (⊔j
 Aj
 )=∑j
 limn→∞
 m (Aj ∩ [−n, n)) =∑j
 m(Aj),
 adic�a m � func�tie σ-aditiv�a de mul�timi. Prin urmare, m � m�asur�a.
 2. m-m�asur�a σ-�nit�a. Cum R =∞∪n=1
 [−n, n) �si ∀n ∈ N m([−n, n)) < +∞, m � m�asur�a
 σ-�nit�a.
 Observa�tie 1.8.4. M�asurabilitatea mul�timii A �si valoarea m�asurii ei Lebesgue nu
 depind de alegerea sistemului ascendent de semiintervale, adic�a dac�a ��n de�ni�tiile 1.8.3 �si
 1.8.4 de ��nlocuit semiintervalele [−n, n) cu orice sistem de semiintervale [αn, βn) cu
 [α1, β1) ⊂ [α2, β2) ⊂ ... ⊂ [αn, βn) ⊂ ...
 �si∪n
 [αn, βn) = R, totalitatea mul�timilor m�asurabile �si m�asura lor Lebesgue nu se schimb�a.
 9. M�asura Lebesgue-Stieltjes
 Fie X = [a, b), −∞ < a < b < +∞ un semiinterval �xat al axei reale, A � algebr�a
 generat�a de familia tuturor semiintervalelor [α, β) ⊂ [a, b), adic�a algebra mul�timilor
 A =n⊔j=1
 [αj, βj), (36)
 f : [a, b) → R, o func�tie cresc�atoare, m�arginit�a �si continu�a la st�anga, µf : A → R o func�tie
 de mul�timi, de�nit�a ��n felul urm�ator
 µf (∅) = 0, µf (A) =n∑j=1
 (f(βj)− f(αj)), ∀A ∈ A. (37)
 Teorema 1.9.1. Func�tia de mul�timi µf de�nit�a de (37) este o m�asur�a �nit�a pe A.
 Demonstra�tie. Cum func�tia f este cresc�atoare, µf � func�tie nenegativ�a �si monoton�a.
 Fie A = [α, β) =n⊔k=1
 [αk, βk). Atunci α = α1 < β1 = α2 < β2 = α3 < ... < βn = β �si, prin
 urmare,
 µf ([α, β)) = f(β)−f(α) = f(βn)−f(αn)+f(βn−1)−f(αn−1)+...+f(β1)−f(α1) =n∑k=1
 µf ([αk, βk)),
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adic�a µ1 este o func�tie aditiv�a de mul�timi. Pentru a demonstra σ-aditivitatea func�tiei µf
 vom stabili ini�tial σ-semiaditivitatea ei.
 Fie [α, β) ⊂⊔k
 [αk, βk) ⊂ [a, b). Cum µf ([α, β)) = f(β)−f(α) �si func�tia f este continu�a
 la st�anga, pentru ∀ε > 0 ∃δ > 0 astfel ��nc�at
 f(β)− f(β − δ) < ε, (38)
 �si pentru �ecare k ∈ N ∃δk > 0 ��nc�at
 f(αk)− f(αk − δk) <ε
 2k. (39)
 Pentru intervalele noi are loc incluziunea
 [α, β − δ] ⊂∪k
 (αk − δk, βk).
 Conform lemei Borel-Lebesgue ∃n ∈ N astfel ��nc�at
 [α, β − δ] ⊂n∪k=1
 (αk − δk, βk).
 Din ultima incluziune rezult�a
 [α, β − δ) ⊂n∪k=1
 [αk − δk, βk).
 Alegem δk su�cient de mici pentru ca semiintervalele [αk − δk, βk), k = 1, n s�a nu se
 intersecteze. Atunci, cum µf � monoton�a �si �nit aditiv�a, se ob�tine
 f(β − δ)− f(α) ≤n∑k=1
 (f(βk)− f(αk − δk)) ≤∞∑k=1
 (f(βk)− f(αk − δk)),
 de unde, �tin�and seam�a de (38) �si (39) avem
 µf ([α, β)) = f(β)− f(α) ≤∞∑k=1
 (f(βk)− f(αk)) + 2ε =∞∑k=1
 µf ([αk, βk)) + 2ε.
 Trec�and ��n ultima inegalitate la limit�a cu ε→ 0+ se ob�tine
 µf ([α, β)) ≤∞∑k=1
 µf ([αk, βk)). (40)
 adic�a µf � σ-semiaditiv�a.
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Demonstram σ-aditivitatea. Fie [α, β) =∞⊔k=1
 [αk, βk), unde [αk, βk)∩ [αj, βj) = ∅, j = k.
 Atunci pentru n ∈ N arbitrar:∞⊔k=1
 [αk, βk) ⊂ [α, β) de unde rezult�a
 µf ([α, β)) ≥n∑k=1
 µf ([αk, βk)). (41)
 Trecem ��n (41) la limit�a cu n→ ∞ �si ob�tinem
 µf ([α, β)) ≥∞∑k=1
 µf ([αk, βk)). (42)
 Din (40) �si (42) rezult�a µf
 (∞⊔k=1
 [αk, βk)
 )=
 ∞∑k=1
 µf ([αk, βk)), adic�a µf � σ-aditiv�a �si deci
 m�asura.
 De�ni�tie 1.9.1. Fie µ∗f � m�asura exterioar�a generat�a de m�asura µf . Prelungirea
 m�asurii µf pe σ-algebra mul�timilor µ∗f -m�asurabile se nume�ste m�asur�a Lebesgue-Stieltjes
 generat�a de func�tia f .
 Observa�tie 1.9.1. 1. µf � m�asur�a complet�a.
 2. Pentru f(x) = x m�asura Lebesgue-Stieltjes coincide cu m�asura Lebesgue.
 Propriet�a�ti 1.9.1.
 1. Orice mul�time ce const�a dintr-un singur punct este m�asurabil�a ��n sens Lebesgue-
 Stieltjes �si
 µf ({x}) = f(x+ 0)− f(x).
 �In adev�ar, cum
 {x} =∞∩k=1
 [x, x+
 1
 k
 )(43)
 unde k este ales a�sa ca x +1
 k≤ b, {x} este m�asurabil�a. Cum seminitervalele din (43)
 formeaz�a un �sir descendent, conform propriet�a�tii de continuitate a m�asurii
 µf ({x}) = limn→∞
 µf
 ([x, x+
 1
 n
 ))= lim
 n→∞
 (f
 (x+
 1
 n
 )− f(x)
 )= f(x+ 0)− f(x).
 2. Orice interval (deschis, semideschis, ��nchis) din [a, b) este m�asurabil �si
 µf ((α, β)) = f(β)− f(α+ 0),
 µf ([α, β]) = f(β + 0)− f(α),
 µf ((α, β]) = f(β + 0)− f(α + 0).
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�In adev�ar, [α, β) � mul�time m�asurabil�a conform de�ni�tiei; oricare alt interval se reprezint�a
 ca diferen�ta sau reuniune de mul�timi m�asurabile:
 (α, β) = [α, β) \ {α}, [α, β] = [α, β) \ {β}, (α, β] = [α, β] \ {α}.
 �In plus
 µf ((α, β)) = f(β)− f(α)− f(α + 0) + f(α) = f(β)− f(α+ 0),
 µf ([α, β]) = f(β)− f(α) + f(β + 0)− f(β) = f(β + 0)− f(α),
 µf ((α, β]) = f(β + 0)− f(α)− f(α + 0) + f(α) = f(β + 0)− f(α+ 0).
 3. Orice mul�time borelian�a din [a, b) este m�asurabil�a.
 Observa�tie 1.9.2. Fie X = R, A � algebra generat�a de familia semiintervalelor
 [α, β), −∞ ≤ α < β ≤ +∞, f : R → R o functie cresc�atoare, m�arginit�a �si con-
 tinu�a la st�ang�a (��n a�sa caz exist�a f(−∞) = limx→−∞
 f(x) �si f(+∞) limx→+∞
 f(x)). Repet�and
 ra�tionamentele precedente vom ob�tine o m�asur�a Lebesgue-Stieltjes �nit�a pe R.
 Observa�tie 1.9.3. Fie f : [a, b) → R o func�tie cresc�atoare, continu�a la st�anga �si
 limx→−b
 f(x) = +∞. �Si ��n acest caz func�tie f generat�a o m�asur�a Lebesgue-Stieltjes, care ��ns�a
 nu va � �nit�a. Pentru a construi m�asura ��n acest caz, observ�am, c�a pentru orice ε > 0
 func�tia f pe Xε = [a, b− ε) este m�arginit�a �si genereaz�a o m�asur�a Lebesgue-Stieltjes µf pe
 Xε. Vom numi mul�timea A ⊂ [a, b) m�asurabil�a dac�a pentru ∀ε > 0 mul�timea A ⊂ [a, b− ε)
 este m�asurabil�a ��n spa�tiul Xε. �In a�sa caz de�nim
 µf (A) = limε→0
 µf (A ∩ [a, b− ε)). (44)
 Cum m�asura µf (A ∩ [a, b − ε)) este monoton�a, limita (44) exist�a (�nit�a sau in�nit�a).
 M�asura generat�a de func�tia f pe [a, b) este σ-�nit�a, deoarece [a, b) =∞∪n=1
 [a, b− 1
 n
 )�si
 µf([a, b− 1
 n
 ))<∞, ∀n ∈ N.
 Observa�tie 1.9.4. Fie f : R → R o func�tie cresc�atoare, continu�a la st�anga �si
 nem�arginit�a. �Si ��n acest caz ea genereaz�a o m�asur�a Lebesgue-Stieltjes σ-�nit�a. Construc�tia
 este similar�a cu construc�tia m�asurii Lebesgue pe axa real�a (se utilizeaz�a un sistem de in-
 tervale ascendent).
 A�sadar, orice func�tie cresc�atoare, continu�a la st�anga genereaz�a pe ax�a o m�asur�a Lebesgue-
 Stieltjes �nit�a sau σ-�nit�a.
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Teorema 1.9.2. Fie µ : A → R o m�asur�a σ-�nit�a pe σ-algebra A de mul�timi din
 R, ce con�tine σ-algebra B(R) � tuturor mul�timilor boreliene de pe ax�a. Atunci exis�a a�sa
 o func�tie cresc�atoare, continu�a la st�anga f : R → R ��nc�at m�asura µ coincide pe B(R) cu
 m�asura Lebesgue-Stieltjes µf generat�a de func�tia f .
 Demonstra�tie. Vom demonstra teorema pentru cazul µ � m�asur�a �nit�a. Fie
 f(x) = µ((−∞, x)), x ∈ R. (45)
 �si vom ar�ata c�a f veri�c�a condi�tiile teoremei.
 1. f � func�tie cresc�atoare. �In adev�ar, cum x1 < x2 implic�a (−∞, x1) ⊂ (−∞, x2) �si
 µ-monotona
 f(x1) = µ((−∞, x1)) ≤ µ((−∞, x2)) = f(x2).
 2. f � continu�a la st�anga, adic�a f(x − 0) = f(x), ∀x ∈ R. Fie (xn) un �sir numeric
 cresc�ator, astfel ��nc�at limn→∞
 xn = x. Atunci∞∪n=1
 (−∞, xn) = (−∞, x) �si utiliz�and continui-
 tatea m�asurii ��n raport cu reuniunile se ob�tine
 limn→∞
 f(xn) = limn→∞
 µ((−∞, xn)) = µ((−∞, x)) = f(x)
 adic�a f(x− 0) = f(x).
 3. Fie µf � m�asura Lebesgue-Stieltjes, generat�a de func�tia f . Atunci µf = µ pe B(R).�In adev�ar, �e [α, β) ⊂ R un semiinterval arbitrar, conform de�ni�tiei m�asurii Lebesgue-
 Stieltjes �si substractivit�a�tii m�asurii µ
 µf ([α, β)) = f(β)−f(α) = µ((−∞, β))−µ((−∞, α)) = µ((−∞, β)\ (−∞, α)) = µ([α, β)),
 adic�a pentru orice semiintervalele [α, β) m�asurile µf �si µ coincid. Rezult�a ca µf = µ �si pe
 algebra A generat�a de familia tuturor semiintervalelor [α, β) ⊂ R. Atunci conform teoremei
 despre unicitatea prelungirii minimale, rezult�a µf (A) = µ(A) pentru ∀A ∈ B(R).
 Observa�tie 1.9.5. Pentru a demonstra teorema ��n cazul m�asurii σ-�nite µ, func�tia f
 se de�ne�ste, de exemplu, astfel
 f(x) =
 µ([0, x)), x > 0;
 0, x = 0;
 −µ([x, 0)), x < 0.
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10. M�asuri cu semn
 Fie X � spa�tiu, A ⊂ P(X) o σ-algebr�a de mul�timi, ω : A → R o func�tie de mul�timi.
 De�ni�tie 1.10.1. Func�tia de mul�timi ω se nume�ste m�asur�a cu semn dac�a a) ω(∅) = 0
 �si b) ω este o func�tie σ-aditiv�a.
 Observa�tie 1.10.1. a) Vom considera doar m�asuri cu semn �nite.
 b) Din de�ni�tia m�asurii cu semn rezult�a urm�atoarele propriet�a�ti ale ei: aditivitate,
 subtractivitate �si continuitate ��n raport cu reuniunile (intersec�tiile).
 c) Orice m�asur�a cu semn este m�arginit�a.
 Exemplul 1.10.1. Fie µ �si ν dou�a m�asuri �nite de�nite pe σ-algebra A �si
 ω : A → R, ω(A) = µ(A)− ν(A), ∀A ∈ A. ω � m�asur�a cu semn.
 �In adev�ar, ω(∅) = µ(∅) − ν(∅) = 0 �si ∀{A1, A2, ..., An, ...} ⊂ A, Ai ∩ Aj = ∅, i = j
 avem ω
 (⊔j
 Aj
 )= µ
 (⊔j
 Aj
 )− ν
 (⊔j
 Aj
 )=∑j
 µ(Aj)−∑j
 ν(Aj) =∑j
 (µ(Aj)− ν(Aj)) =
 =∑j
 ω(Aj).
 De�ni�tie 1.10.2. Mul�timea A ∈ A se nume�ste pozitiv�a (negativ�a, nul�a) ��n raport
 cu m�asura cu semn ω (sau ω-pozitiv�a, ω-negativ�a, ω-nul�a), dac�a ω(B) ≥ 0, ∀B ⊂ A,
 B ∈ A (ω(B) ≤ 0, ∀B ⊂ A, B ∈ A, respectiv ω(B) = 0, ∀B ⊂ A, B ∈ A).
 Teorema 1.10.1. (Descompunerea lui Hahn) Fie ω : A → R o m�asur�a cu semn.
 Atunci exist�a a�sa dou�a mul�timi disjuncte X+ �si X− astfel ��nc�at X = X+ ⊔ X−,
 X+ � mul�time ω-pozitiv�a, X− � mul�time ω-negativ�a.
 Observa�tie 1.10.2. a) Se spune c�a mul�timile X+ �si X− formeaz�a o descompunere ��n
 sens Hahn a spa�tiului X ��n raport cu m�asura cu semn ω.
 b) Descompunerea lui Hahn este unic�a cu exactitate de mul�timi ω-nule.
 Fie ω : A → R o m�asur�a cu semn de�nit�a pe σ-algebra A ⊂ P(X),
 X = X+ ⊔ X− � descompunerea Hahn a spa�tiului X. Pentru ∀A ∈ A de�nim
 ω+(A) = ω(A ∩X+) �si ω−(A) = −ω(A ∩X−)
 De�ni�tie 1.10.3. Func�tiile de mul�timi ω+ �si ω− se numesc varia�tie pozitiv�a �si respectiv
 varia�tie negativ�a a m�asurii cu semn ω. Func�tia de mul�timi
 |ω|(A) = ω+(A) + ω−(A), ∀A ∈ A
 se nume�ste varia�tie total�a a m�asurii cu semn ω.
 Observa�tie 1.10.3. Din de�ni�tie rezult�a c�a ω+, ω− �si |ω| sunt m�asuri �nite.
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Teorema 1.10.2. (Descompunerea lui Jordan) Orice m�asur�a cu semn poate � reprezen-
 tat�a ca diferen�t�a a dou�a m�asuri �nite: ω(A) = ω+(A)− ω−(A), ∀A ∈ A.
 Demonstra�tie. Utiliz�and descompunerea Hahn se ob�tine:
 ω(A) = ω(A ∩X+) + ω(A ∩X−) = ω+(A)− ω−(A).
 Observa�tie 1.10.4. a) Descompunerea lui Jordan nu este unic�a. �In adev�ar, �e
 ω = ω+ − ω− o descompunere ��n sens Jordan, µ � o m�asur�a �nit�a arbitrar�a. Atunci
 ω = (ω+ + µ)− (ω− + µ) la fel este o reprezentare a m�asurii cu semn ω ca diferen�t�a a dou�a
 m�asuri.
 b) Descompunerea Jordan este minimal�a ��n urm�atorul sens: dac�a ω = ω+ − ω− este
 descompunerea Jordan, ω = µ − ν � o alt�a reprezentare a m�asurii cu semn ω ca diferen�t�a
 a dou�a m�asuri �nite, atunci ω+(A) ≤ µ(A), ω−(A) ≤ ν(A), ∀A ∈ A.
 �In adev�ar,
 ω+(A) = ω(A ∩X+) = µ(A ∩X+)− ν(A ∩X+) ≤ µ(A ∩X+) ≤ µ(A), ∀A ∈ A.
 Similar se arat�a �si ω−(A) ≤ ν(A), ∀A ∈ A.
 c) Analog se consider�a �si m�asuri cu semn ce primesc doar una din valorile +∞ sau −∞.
 d) Uneori se consider�a �si m�asuri cu semn complexe: ω = ω1 + iω2, unde ω1, ω2 � m�asuri
 cu semn.
 11. Func�tii cu varia�tie m�arginit�a
 De�ni�tie 1.11.1. Func�tia f : [a, b] → R se nume�ste func�tie cu varia�tie m�arginit�a,
 dac�a ∃L ∈ R astfel ��nc�at pentru orice deviziune λ a segmentului [a, b], λ = {x0, x1, ..., xn}
 avemn−1∑k=0
 |f(xk+1)− f(xk)| ≤ L.
 Se noteaz�a f ∈ BV ([a, b]).
 De�ni�tie 1.11.2. Fie f ∈ BV ([a, b]). Num�arul
 V (f ; [a, b]) = supλ
 {n−1∑k=0
 |f(xk+1)− f(xk)|
 },
 unde supremul se ia dup�a toate diviziunile posibile se nume�ste varia�tie a func�tiei f .
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Exemplul 1.11.1. 1. Fie f � func�tie monoton�a pe [a, b]. Atunci f ∈ BV ([a, b]) �si
 V (f ; [a, b]) = |f(b)− f(a)|.
 2. Func�tiile ce veri�c�a condi�tia Lipschitz sunt func�tii cu varia�tie m�arginit�a, ��n particular
 f ∈ C(1)([a, b]) ⇒ f ∈ BV ([a, b]).
 3. f ∈ C([a, b]) ; f ∈ BV ([a, b]), dar
 (f ∈ C([a, b]) ∧ |f | ∈ BV ([a, b])) ⇒ f ∈ BV ([a, b]).
 Propriet�a�ti 1.11.1.
 1. V (f ; [a, b]) ≥ 0.
 2. V (f ; [a, b]) ≥ |f(b)− f(a)|.
 3. f ∈ BV ([a, b]) ⇒ f � m�arginit�a pe [a, b].
 �In adev�ar, ∀x ∈ [a, b] : |f(x)| = |f(a) + f(x) − f(a)| ≤ |f(a)| + |f(x) − f(a)| ≤
 ≤ |f(a)|+ |f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)| ≤ |f(a)|+ V (f ; [a, b]).
 4. Fie {f, g} ⊂ BV ([a, b]). Atunci
 a) ∀c ∈ R : (cf) ∈ BV ([a, b]);
 b) (f ± g) ∈ BV ([a, b]), (f · g) ∈ BV ([a, b]);
 c) dac�a, ��n plus, ∃α > 0 astfel ��nc�at ∀x ∈ [a, b] |g(x)| ≥ α, atuncif
 g∈ BV ([a, b]).
 Demonstra�tiile a)-c) sunt similare �si rezult�a din de�ni�tia 1.11.1. De exemplu, pentru c):
 ∀x1, x2 ⊂ [a, b] :∣∣∣∣f(x2)g(x2)− f(x1)
 g(x1)
 ∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x2)g(x1)− f(x1)g(x2)
 g(x1)g(x2)
 ∣∣∣∣ ≤ 1
 α2{|f(x2)g(x1)−f(x1)g(x1)+f(x1)g(x1)−
 − f(x1)g(x2)|} ≤ 1
 α2
 {sup[a,b]
 |g| · |f(x2)− f(x1)|+ sup[a,b]
 |f | · |g(x2)− g(x1)|
 },
 de unde, pentru orice diviziune λ a sedmentului [a, b]
 n−1∑k=0
 ∣∣∣∣f(xk+1)
 g(xk+1)− f(xk)
 g(xk)
 ∣∣∣∣ ≤ 1
 α2
 {sup[a,b]
 |g| · V (f ; [a, b]) + sup[a,b]
 |f | · V (g; [a, b])
 }.
 5. Fie f ∈ BV ([a, b]), c ∈ (a, b). Atunci f ∈ BV ([a, c]), f ∈ BV ([c, b]) �si
 V (f ; [a, b]) = V (f ; [a, c]) + V (f ; [c, b]).
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Demonstra�tie. Fie λ1 = λ1([a, c]) = {u0, u1, ..., un(1)}, λ2 = λ2([c, b]) = {v0, v1, ..., vn(2)},
 λ = λ1 ∪ λ2. Cumn(1)−1∑k=0
 |f(uk+1)− f(uk)|+n(2)−1∑k=0
 |f(vk+1)− f(vk)| ≤ V (f ; [a, b]) (46)
 rezult�an(1)−1∑k=0
 |f(uk+1)− f(uk)| ≤ V (f ; [a, b]),
 n(2)−1∑k=0
 |f(vk+1)− f(vk)| ≤ V (f ; [a, b]),
 adic�a f ∈ BV ([a, c]) �si f ∈ BV ([a, b]) �si ��n plus din (46) rezult�a
 V (f ; [a, c]) + V (f ; [c, b]) ≤ V (f ; [a, b]). (47)
 Demonstr�am inegalitatea opus�a. Fie λ∗ = {x0, x1, ..., xn} �si c ∈ (xj, xj+1]. Atuncin−1∑k=0
 |f(xk+1) − f(xk)| =j−1∑k=0
 |f(xk+1) − f(xk)| + |f(xj+1) − f(c) + f(c) − f(xj)| +
 +n−1∑k=j+1
 |f(xk+1) − f(xk)| ≤j−1∑k=0
 |f(xk+1) − f(xk)| + |f(xj+1) − f(c)| + |f(c) − f(xj)| +
 +n−1∑k=j+1
 |f(xk+1)− f(xk)| ≤ V (f ; [a, c]) + V (f ; [c, b]),
 de unde
 V (f ; [a, b]) ≤ V (f ; [a, c]) + V (f ; [c, b]). (48)
 Din (47)-(48) rezult�a V (f ; [a, b]) = V (f ; [a, c]) + V (f ; [c, b]).
 6. Teorema Jordan. f ∈ BV ([a, b]) ⇔ f se reprezint�a ca diferen�t�a a dou�a func�tii
 cresc�atoare pe [a, b].
 Demonstra�tie. Su�cien�ta. Fie g, h � func�tii cresc�atoare, monotone pe [a, b]. Atunci
 (exemplul 1.11.1) {g, h} ⊂ BV ([a, b]) �si conform propriet�a�tii 3 (g − h) ∈ BV ([a, b]).
 Necesitatea. Fie f ∈ BV ([a, b]). De�nim func�tiile g : [a, b] → R �si h : [a, b] → R
 astfel:
 g(a) = 0, ∀x ∈ (a, b], g(x) = V (f ; [a, x]),
 h(x) = g(x)− f(x), ∀x ∈ (a, b].
 Func�tiile g �si h sunt cresc�atoare. �In adev�ar, pentru ∀{x1, x2} ⊂ [a, b] cu x1 < x2 avem:
 g(x1) = V (f ; [a, x1]) ≤ V (f ; [a, x1]) + V (f ; [x1, x2]) = V (f ; [a, x2]) = g(x2);
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h(x2)− h(x1) = g(x2)− f(x2)− g(x1) + f(x1) = V (f ; [x1, x2])− (f(x2)− f(x1)) ≥ 0.
 7. Mul�timea punctelor de discontinuitate a unei func�tii cu varia�tie �nit�a este cel mult
 num�arabil�a.
 8. Orice func�tie cu varia�tie m�arginit�a determin�a o m�asura cu semn.
 �In adev�ar, �e f ∈ BV ([a, b]) � continu�a la st�anga pe [a, b]. Conform teoremei Jordan
 f(x) = φ(x)− ψ(x), (49)
 unde φ �si ψ sunt func�tii cresc�atoare, continue la st�anga �si m�arginite pe [a, b]. Fie µφ �si µψ �
 m�asurile Lebesgue-Stieltjes generate de φ �si ψ �si de�nite cel pu�tin pe σ-algebra mul�timilor
 boreliene B([a, b]) �si
 ωf (A) = µφ(A)− µψ(A), ∀A ∈ B([a, b]). (50)
 Cum µφ �si µψ sunt m�asuri �nite, ωf � m�asur�a cu semn. S�a ar�at�am, c�a ωf nu depinde
 de reprezentarea (49). �In adev�ar, dac�a [α, β) ⊂ [a, b), atunci
 ωf ([α, β)) = µφ([α, β))− µψ([α, β)) = φ(β)− φ(α)− ψ(β) + ψ(α) =
 = (φ(β)− ψ(β))− (φ(α)− ψ(α)) = f(β)− f(α),
 adic�a ωf ([α, β)) nu depinde de reprezentarea (49). Rezult�a, c�a �si pentru ∀A ∈ B([a, b])
 valoarea ωf (A) nu depinde de φ �si ψ ��n (49).
 9. Fie f ∈ BV ([a, b]), ωf � m�asur�a cu semn, generat�a de func�tia f, |ωf | � varia�tia
 total�a a m�asurii cu semn ωf . Atunci
 |ωf ([a, b))| = V (f ; [a, b]).
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CAPITOLUL 2
 FUNC�TII M�ASURABILE
 1. Func�tii m�asurabile
 Func�tii m�asurabile ocup�a un rol important ��n teoria m�asurii �si integr�arii. Ele sunt
 de�nite pe spa�tii m�asurabile.
 De�ni�tie 2.1.1. Vom numi spa�tiu m�asurabil perechea (X,A), unde X � spa�tiu, A � o
 σ-algebr�a de mul�timi din P(X). Multimea A ∈ X cu A ∈ A se nume�ste mul�time m�asurabil�a
 sau A-m�asurabil�a.
 Exemplul 2.1.1. Fie A = R,A = B(R) � σ-algebra tuturor mul�timilor boreliene de pe
 axa real�a. �In spa�tiul m�asurabil (R,B(R)) mul�timi m�asurabile sunt mul�timi boreliene din
 R, aceste mul�timi se mai numesc m�asurabile ��n sens Borel.
 De�ni�tie 2.1.2. Vom numi spa�tiu cu m�asur�a tripletul (X,A, µ), unde X � spa�tiu, A
 � o σ-algebr�a de mul�timi din P(X) �si µ � m�asur�a de�nit�a pe σ-algebra A.
 Exemplul 2.1.2. Fie (R,B(R)) � spa�tiul m�asurabil de�nit ��n exemplul 2.1.1,
 m � m�asura Lebesgue pe axa real�a. Atunci (R,B(R),m) � spa�tiu cu m�asur�a complet�a
 �si σ-�nit�a.
 De�ni�tie 2.1.3. Fie (X,A) �si (X1,A1) spa�tii m�asurabile �si f : X → X1 o func�tie.
 Vom spune c�a func�tia f este m�asurabil�a, dac�a proimaginea oric�arei mul�timi A1-m�asurabile
 este o mul�time A-m�asurabil�a, adic�a pentru ∀A1 ∈ A1 avem f−1(A1) ∈ A.
 Observa�tie 2.1.1. Vom considera ��n continuare func�tii numerice f : X → R, unde
 (X,A) spa�tiu cu m�asur�a, R = R∪{−∞,+∞} � dreapta real�a��ncheiat�a. Mul�timi m�asurabile
 ��n R se consider�a mul�timile boreliene. Prin urmare, o func�tie numeric�a este m�asurabil�a,
 daca proimaginea oric�arei mul�timi boreliene B ⊂ R este o mul�time m�asurabil�a, adic�a
 f−1(B) ∈ A.
 �In cazul unei func�tii numerice de�ni�tia func�tiei m�asurabile poate � dat�a mai simplu.
 Vom nota {f < c} mul�timea Xc = {x ∈ X | f(x) < c}, Yc = {f ≥ c} = {x ∈ X | f(x) ≥ c},
 Zc = {f > c} = {x ∈ X | f(x) > c},Wc = {f ≤ c} = {x ∈ X | f(x) ≤ c}.
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Teorema 2.1.1. Func�tia numeric�a f , de�nit�a pe spa�tiul m�asurabil (X,A) este
 m�asurabil�a dac�a �si numai dac�a pentru ∀c ∈ R mul�timea {f < c} este m�asurabil�a.
 Demonstra�tie. Necesitatea. Cum pentru ∀c ∈ R intervalul I = (−∞, c) este mul�time
 borelian�a, rezult�a f−1(I) = {f < c} este mul�time m�asurabil�a (f -m�asurabil�a).
 Su�cien�ta. Cum pentru ∀f : X → X1 �si ∀A,B,Ai ⊂ X1 au loc egalit�a�tile:
 f−1
 (∪i
 Ai
 )=∪i
 f−1(Ai), (51)
 f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B), (52)
 f−1(A) = f−1(A). (53)
 Rezult�a c�a pentru orice func�tie f de�nit�a pe un spa�tiu m�asurabil, mul�timile, proimagi-
 nile c�arora sunt m�asurabile, formeaz�a o σ-algebr�a.
 Fie {f < c} ∈ A, ∀c ∈ R. Vom ar�ata c�a f � func�tie m�asurabil�a. Pentru ∀{c1, c2} ⊂ R
 cu c1 < c2 din (52) rezult�a:
 {c1 ≤ f < c2} = f−1([c1, c2)) = f−1((−∞, c2)\(−∞, c1)) = f−1((−∞, c2))\f−1((−∞, c1)) =
 = {f < c2} \ {f < c1},
 adic�a {c1 ≤ f < c2} ∈ A.
 A�sadar familia de submul�timi din R, proimaginile c�arora sunt m�asurabile, este o
 σ-algebr�a ce con�tine toate intervalele de forma [c1, c2), �si, prin urmare, con�tine toate
 mul�timile boreliene.
 Teorema 2.1.2. A�rma�tia teoremei 2.1.1 r�am�ane valabil�a, dac�a mul�timea Xc se
 ��nlocuie�ste cu oricare din mul�timile Yc, Zc sau Wc.
 Demonstra�tie. Fie pentru ∀c ∈ R mul�timea Xc este m�asurabil�a. Atunci Yc = X \Xc
 este m�asurabil�a pentru ∀c ∈ R ca diferen�t�a a dou�a mul�timi m�asurabile. Consider�am acum
 mul�timea Wc. Cum Wc = {f ≤ c} =∩n
 {f < c+ 1n}, rezult�a Wc m�asurabil�a pentru ∀c ∈ R
 ca intersec�tie num�arabil�a de mul�timi m�asurabile. M�asurabilitatea mul�timii Zc rezult�a din
 egalitatea Zc = X \Wc.
 Teorema 2.1.3. Func�tia f : X → R este m�asurabil�a atunci �si numai atunci c�and
 pentru ∀r ∈ Q mul�timea {f < r} este m�asurabil�a.
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Exemplul 2.1.3. Fie (X,A) un spa�tiu m�asurabil, A ⊂ X,
 IA(x) =
 1, dac�a x ∈ A,
 0, dac�a x /∈ A,� indicatorul mul�timii A. Cum pentru ∀c ∈ R
 {IA < c} =
 ∅, dac�a c ≤ 0,
 A, dac�a 0 < c ≤ 1,
 X, dac�a c > 1,
 rezult�a c�a IA(x) este func�tie m�asurabil�a, dac�a �si numai dac�a A este mul�time m�asurabil�a.
 Exemplul 2.1.4. Fie X = [0, 1], A = B([0, 1)), D(x) � restric�tia func�tiei Dirichlet pe
 [0,1], D(x) =
 1, x ∈ Q,
 0, x ∈ [0, 1] \Q.Cum
 {D < c} =
 ∅, dac�a c ≤ 0,
 Q ∩ [0, 1], dac�a 0 < c ≤ 1,
 [0,1], dac�a c > 1,
 rezult�a c�a D(x) este func�tie m�asurabil�a.
 2. Propriet�a�tile func�tiilor m�asurabile
 Fie (X,A) un spa�tiu m�asurabil. Vom nota prin M(X) mul�timea func�tiilor m�asurabile
 f : X → R. Vom stabili ��n continuare propriet�a�tile func�tiilor m�asurabile.
 Teorema 2.2.1. Fie f ∈ M(X), g : R → R o func�tie m�asurabil�a ��n sens Borel.
 Atunci func�tia compus�a h(x) = g(f(x)) este m�asurabil�a pe X.
 Teorema 2.2.2. Dac�a f(x) = a = const pe X, atunci f ∈ M(X).
 Teorema 2.2.3. Fie {f, g} ⊂ M(X), a ∈ R. Atunci
 a) a · f ∈ M(X), b) |f | ∈ M(X), c) f 2 ∈ M(X), d) f + g ∈ M(X),
 e) f · g ∈ M(X), f)f
 g∈ M(X) (��n condi�tia g(x) = 0, ∀x ∈ X),
 g) max{f, g} ∈ M(X), h) min{f, g} ∈ M(X).
 Demonstra�tie. a) Fie a = 0. Atunci, cum
 {a · f < c} =
 {f <
 c
 a
 }, dac�a a > 0,{
 f >c
 a
 }, dac�a a < 0,
 rezult�a f ∈ M(X). Dac�a a = 0, ��n mod trivial, f ∈ M(X).
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b) M�asurabilitatea func�tiei |f | rezult�a din rela�tia
 {|f | < c} =
 ∅, dac�a c ≤ 0,
 {f < c} ∩ {f > −c}, dac�a c > 0.
 c) M�asurabilitatea func�tiei f 2 rezult�a din rela�tia
 {f 2 < c} =
 ∅, dac�a c ≤ 0,
 |f | <√c, dac�a c > 0,
 �si proprietatea b).
 d) Fie Q = (rk)k∈N � �sirul numerelor ra�tionale. Cum pentru ∀c ∈ R
 {f + g < c} =∪k
 ({f < rk} ∩ {g < a− rk}),
 rezult�a f + g ∈ M(X).
 e) Cum
 f · g = 1
 4
 ((f + g)2 − (f − g)2
 ),
 rezult�a f · g ∈ M(X).
 f) Fie ∀x ∈ X g(x) = 0. Cumf
 g= f · 1
 geste su�cient s�a ar�at�am c�a
 1
 g∈ M(X). Dar
 {1
 g< c
 }=
 {g < 0}, dac�a c = 0,
 {g < 0} ∪ {g > 1a}, dac�a c > 0,
 {g < 0} ∩ {g > 1a}, dac�a c < 0,
 rezult�af
 g∈ M(X).
 g) Cum max{f, g} =f + g + |f − g|
 2, rezult�a max{f, g} ∈ M(X).
 h) Cum min{f, g} =f + g − |f − g|
 2, rezult�a min{f, g} ∈ M(X).
 Teorema 2.2.4. Fie fn : (X,A) → R, n ∈ N un �sir de func�tii m�asurabile. Atunci
 func�tiile supnfn, inf
 nfn, lim
 n→∞fn, lim
 n→∞fn sunt m�asurabile.
 Demonstra�tie. Cum {supnfn ≤ c} =
 ∩n
 {fn ≤ c}, rezult�a supnfn ∈ M(X). Atunci
 infnfn = − sup(−fn) este o func�tie m�asurabil�a. Din de�ni�tie avem c�a lim
 nfn = inf
 nsupp≥n
 fp,
 limnfn = inf
 nsupp≥n
 fp care sunt func�tii m�asurabile conform celor demonstrate anterior.
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3. Func�tii echivalente
 �In continuare com considera func�tii numerice de�nite pe un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a
 (X,A, µ).
 De�ni�tie 2.3.1. O proprietate P are loc aproape peste tot (a.p.t.) (sau se veri�c�a
 (mod µ)), dac�a aceast�a proprietate se veri�c�a mul�timea X \ E, unde µ(E) = 0.
 De�ni�tie 2.3.2. Dou�a de�ni�tii f �si g se numesc echivalente, dac�a ele coincid a.p.t.,
 adic�a µ({x ∈ X|f(x) = g(x)}) = 0.
 Nota�tie: f ∼ g sau f = g (mod µ).
 Teorema 2.3.1. Fie µ � m�asur�a complet�a, g ∈ M(X) �si f = g (mod µ). Atunci
 f ∈ M(X).
 Demonstra�tie. Din g ∈ M(X) rezult�a c�a pentru ∀c ∈ R mul�timea {g < c} este
 m�asurabil�a. Cum f = g (mod µ), rezult�a c�a �si mul�timea {f < c} este m�asurabil�a, deoarece
 mul�timile {f < c} �si {g < c} difer�a printr-o submul�time de m�asur�a nul�a {f = g}, ce este
 m�asurabil�a, deoarece µ � m�asur�a complet�a.
 Teorema 2.3.2. Rela�tia de echivalen�t�a este re�exiv�a, simetric�a �si tranzitiv�a pe
 M(X).
 4. �Siruri de func�tii m�asurabile
 Vom considera diferite tipuri de convergen�t�a a func�tiilor m�asurabile �si leg�aturile dintre
 ele. Fie (X,A, µ) � un spa�tiu cu m�asur�a.
 Vom spune c�a �sirul de func�tii (fn) converge punctual (nota�tie fn → f) la func�tia f dac�a
 ∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.
 Teorema 2.4.1. Fie �sirul de func�tii m�asurabile (fn) converge punctual la func�tia f .
 Atunci f ∈ M(X).
 Demonstra�tie. Fie pentru orice x ∈ X : limk→∞
 fk(x) = f(x). Cum pentru ∀c ∈ R
 {f < c} =∞∪m=1
 ∞∪n=1
 ∞∩k=n
 {fk < c− 1
 m
 }
 �si mul�timile
 {fk < c− 1
 m
 }sunt m�asurabile (fk ∈ M(X)), rezult�a {f < c} � mul�time
 m�asurabil�a �si f ∈ M(X).
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De�ni�tie 2.4.1. Vom spune c�a �sirul de func�tii (fn), fn : X → R n ∈ N con-
 verge a.p.t. (sau dup�a mod µ) la func�tia f : X → R, dac�a ∃E ∈ A cu µ(E) = 0 �si
 ∀x ∈ X \ E limn→∞
 fn(x) = f(x). Nota�tie fna.p.t.−→ f sau fn → f (mod µ).
 Teorema 2.4.2. Fie (X,A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a complet�a, (fn) � un �sir de func�tii
 m�asurabile, fn : X → R, n ∈ N �si fn → f (mod µ). Atunci f ∈ M(X).
 Demonstra�tie. Din fn → f (mod µ) avem fn → f pe X \ E, unde
 E = {x ∈ X|fn → f} �si µ(E) = 0. Cum pentru ∀c ∈ R:
 {f < c} = {f < c}∩
 ((X \ E) ⊔ E) = {x ∈ X \ E | f(x) < c}⊔
 {x ∈ X ∩ E | f(x) < c}
 pe X \ E func�tia f este m�asurabil�a conform teoremei 2.4.1 �si cum µ � m�asur�a complet�a,
 f ∈ M(X).
 Teorema 2.4.3. (Egorov) Fie (fn) un �sir de func�tii m�asurabile, fn → f (mod µ),
 f ∈ M(X). Atunci pentru ∀ε > 0 ∃Aε ∈ A cu µ(Aε) < ε �si pe X \ Aε fn converge
 uniform la f .
 Demonstra�tie. Fie F ∈ A, µ(F ) = 0 �si ∀x ∈ X \ F fn(x) → f(x), n → ∞.
 Pentru �ecare j ≥ 1 �si k ≥ 1 consider�am mul�timile
 Ejkdef=
 ∞∩i=j
 {x ∈ X
 ∣∣∣∣ |fi(x)− f(x)| < 1
 k
 }∈ A.
 Pentru �ecare k ≥ 1 avem E1k ⊂ E2k ⊂ ... �si X \ F ⊂∞∪j=1
 Ejk. Prin urmare,
 E1k ⊃ E2k ⊃ ... �si∞∩j=1
 Ejk ⊂ X \ F . De aici, conform condi�tiilor teoremei �si continuit�a�tii
 m�asurii
 0 = µ
 (∞∩j=1
 Ejk
 )= lim
 j→∞µ(Ejk).
 Fie ε > 0 �xat. Din ultima egalitate avem
 ∀k ≥ 1 ∃j(k, ε) : µ(Ej(k,ε),k) <ε
 2k.
 Consider�am mul�timea
 Aεdef=
 ∞∪k=1
 Ej(k,ε),k ∈ A
 pentru care din σ-semiaditivitatea m�asurii µ avem
 µ(Aε) ≤∞∑k=1
 µ(Ej(k,ε),k) < ε.
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Dac�a x ∈ X \ Aε, atunci x ∈∞∩k=1
 Ej(k,ε),k ⇒
 ∀k ≥ 1 supx∈X\Aε
 |fn(x)− f(x)| ≤ supx∈Ej(k,ε),k
 |fn(x)− f(x)| < 1
 k, n ≥ j(k, ε),
 ce demonstreaz�a convergan�ta uniform�a a �sirului fn pe X \ Aε.
 Observa�tie 2.4.1. Teorema Egorov nu are loc pentru m�asuri ce primesc valoarea +∞,
 chiar �si dac�a ele sunt σ-�nite.
 De�ni�tie 2.4.2. Fie func�tiile f, fn : X → R, n ≥ 1 m�asurabile. Vom spune c�a �sirul
 de func�tii fn converge ��n m�asur�a la func�tia f (nota�tie fnµ−→ f , sau µ lim
 n→∞fn = f), dac�a
 ∀ε > 0 : µ({x ∈ X
 ∣∣ |fn(x)− f(x)| ≥ ε})−→ 0, n→ ∞.
 Teorema 2.4.4. Dac�a fnµ−→ f �si fn
 µ−→ g, atunci f = g (mod µ).
 Demonstra�tie. Pentru ∀n ∈ N �si ∀ε > 0 avem
 µ({x ∈ X
 ∣∣ |f(x)− g(x)| ≥ ε})= µ
 ({x ∈ X
 ∣∣ |f(x)− fn(x) + fn(x)− g(x)| ≥ ε})≤
 ≤ µ
 ({x ∈ X
 ∣∣∣∣ |f(x)− fn(x)| ≥ε
 2
 })+ µ
 ({x ∈ X
 ∣∣∣∣ |fn(x)− g(x)| ≥ ε
 2
 })−→ 0, (54)
 n→ ∞
 s-a folosit semiaditivitatea m�asurii µ �si incluziunea
 {x ∈ X∣∣ |f(x) − fn(x) + fn(x) − g(x)| ≥ ε} ⊂
 {x ∈ X
 ∣∣∣∣ |f(x)− fn(x)| ≥ε
 2
 }∪∪{
 x ∈ X
 ∣∣∣∣ |fn(x)− g(x)| ≥ ε
 2
 }.
 Cum
 {x ∈ X∣∣ f(x) = g(x)} =
 ∞∪k=1
 {x ∈ X
 ∣∣∣∣ |f(x)− g(x)| ≥ 1
 k
 }din (54) �si σ-semiaditivitatea m�asurii µ rezult�a
 µ({x ∈ X | f(x) = g(x)}) = 0,
 adic�a f = g (mod µ).
 Teorema 2.4.5. (Lebesgue) Fie �sirul de func�tii �nite, m�asurabile (fn) a.p.t. converge
 la func�tia m�asurabil�a f . Atunci fnµ−→ f .
 Demonstra�tie. Fie A = {x ∈ X | fn(x) → f(x)}, conform condi�tiilor teoremei
 µ(A) = 0. Fie
 Ek(ε) = {x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ ε}, Rn(ε) =∞∪k=n
 Ek(ε), M =∞∩n=1
 Rn(ε).
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U�sor de veri�cat c�a mul�timile ��ntroduse sunt m�asurabile. Avem R1(ε) ⊃ R2(ε) ⊃ ... .
 Prin urmare, conform teoremei despre continuitatea m�asurii
 limn→∞
 µ(Rn(ε)) = µ(M). (55)
 S�a ar�at�am c�a M ⊂ A. �In adev�ar, �e x ∈ A. Rezult�a c�a limn→∞
 fn(x) = f(x) �si pentru
 ε > 0 ∃n ∈ N astfel ��nc�at pentru ∀k ≥ n |fk(x)− f(x)| < ε, adic�a x ∈ Ek(ε), ∀k ≥ n.
 A�sadar, M ⊂ A �si cum µ(A) = 0 �si µ(M) = 0. Din (55) rezult�a limn→∞
 µ(Rn(ε)) = 0 �si cum
 En(ε) ⊂ Rn(ε) teorema este demonstrat�a.
 Observa�tie 2.4.2. 1) Observa�tia 2.4.1 r�am�ane valabil�a �si ��n cazul teoremei Lebesgue.
 2) Din convergen�ta ��n m�asur�a, ��n general, nu rezult�a convergen�ta a.p.t. �In acela�si timp are
 loc:
 Teorema 2.4.6. (Riesz) Fie �sirul de func�tii �nite, m�asurabile (fn)n∈N converge ��n
 m�asur�a la func�tia f . Atunci exist�a sub�sir (fnk)n∈N astfel ��nc�at fnk
 → f (mod µ).
 5. Func�tii simple
 Fie (X,A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a.
 De�ni�tie 2.5.1. Func�tia numeric�a f : X → R, de�nit�a pe spa�tiul m�asurabil (X,A)
 se nume�ste simpl�a, dac�a ea prime�ste un num�ar �nit de valori distincte.
 Observa�tie 2.5.1. a) Fie f o func�tie simpl�a cu f(X) = {c1, c2, ..., cn}. Consider�am
 mul�timile Aj = {x ∈ X | f(x) = cj}, j = 1, n. Atunci, cum ci = cj,
 Ai ∩ Aj = ∅, i = j,n⊔j=1
 Aj = X (56)
 �si
 f(x) =n∑j=1
 cj 1Aj(x), x ∈ X. (57)
 b) Suma �si produsul a dou�a func�tii simple este o func�tie simpl�a.
 Teorema 2.5.1. Func�tia simpl�a (57) este m�asurabil�a atunci �si numai atunci c�and
 toate mul�timile Aj sunt m�asurabile.
 Demonstra�tie. Necesitatea. Dac�a f ∈ M(X), atunci �ecare din mul�timile
 Aj = {x ∈ X | f(x) = cj} = f−1({cj}) sunt m�asurabile, ca proimagini ale mul�timilor
 boreliene {cj} ⊂ R.41

Page 42
                        

Su�cien�ta. Cum �ecare din mul�timileAj sunt m�asurabile, IAj(x) � este func�tie m�asurabil�a,
 j = 1, n, �si, prin urmare, �si f ∈ M(X) ca combina�tie liniar�a de func�tii m�asurabile.
 Teorema 2.5.2. Fie f : X → R o func�tie m�asurabil�a de�nit�a pe spa�tiu m�asurabil
 (X,A). Atunci exist�a un �sir de func�tii simple m�asurabile (fn)n astfel ��nc�at
 fn(x) → f(x), n→ ∞, ∀x ∈ X.
 Dac�a func�tia f este m�arginit�a pe X, atunci �sirul (fn) poate � ales astfel ��nc�at
 fn(x) ⇒ f(x), n→ ∞ pe X.
 Dac�a func�tia f este nenegativ�a pe X, atunci �sirul (fn)n poate � ales cresc�ator.
 Demonstra�tie. Ini�tial vom demonstra teorema pentru func�tii nenegative. Fie
 f(x) ≥ 0, ∀x ∈ X. Pentru orice n ∈ N de�nim
 fn(x) =
 k − 1
 2n, dac�a
 k − 1
 2n≤ f(x) <
 k
 2n, k = 1, 2, ..., n · 2n,
 n, dac�a f(x) ≥ n.(58)
 Este evident c�a �sirul (fn)n este cresc�ator �si c�a fn este o func�tie simpl�a nenegativ�a (ea
 prime�ste cel mult n · 2n + 1 valori). Din f ∈ M(X) �si (58) rezult�a fn ∈ M(X), ∀n ∈ N.
 Vom demonstra c�a pentru ∀x ∈ X
 limn→∞
 fn(x) = f(x). (59)
 �In adev�ar, dac�a f(x) < +∞, pentru n destul de mari vom avea f(x) < n �si atunci din
 (58) rezult�a
 |fn(x)− f(x)| < 1
 2n,
 �si, prin urmare, fn → f . Dac�a f(x) = +∞, atunci fn(x) = n �si iar�a�si fn → f . A�sadar (59)
 are loc pentru func�tii nenegative.
 Fie, ��n plus, func�tia f este m�arginit�a, adic�a 0 ≤ f(x) ≤ M, ∀x ∈ X. Atunci, pentru
 n > M din (58) rezult�a,
 ∀x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < 1
 2n,
 de unde fn ⇒ f pe X. A�sadar, pentru func�tii nenegative teorema este demonstrat�a.
 Fie acum f � func�tie m�asurabil�a arbitrar�a. Consider�am func�tiile f+ �si f−:
 f+(x) = max{f(x), 0} =|f(x)|+ f(x)
 2,
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f−(x) = max{f(x), 0} =|f(x)| − f(x)
 2.
 Cum f+ �si f− sunt func�tii m�asurabile nenegative, teorema pentru ele este demonstrat�a.
 R�am�ane de observat c�a f(x) = f+(x)− f−(x).
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CAPITOLUL 3
 INTEGRALA LEBESGUE
 1. Integrarea func�tiilor simple
 Fie (X,A, µ) � un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f : X → R � o func�tie simpl�a, adic�a
 f(x) =n∑j=1
 cj 1Aj(x), (60)
 unde
 Aj = {x ∈ X | f(x) = cj}, Ai ∩ Aj = ∅, i = j, Aj ∈ A, j = 1, n,n⊔j=1
 Aj = X. (61)
 De�ni�tie 3.1.1. Vom numi integral�a Lebesgue de la func�tia simpl�a f pe spa�tiul X
 (nota�tie∫X
 f(x)dµ(x) sau∫X
 fdµ) suma
 ∫X
 fdµ =n∑j=1
 cjµ(Aj). (62)
 Observa�tie 3.1.1. Fie A ⊂ X � mul�time m�asurabil�a, f � func�tie simpl�a m�asurabil�a.
 Atunci f(x) · I△(x) � func�tie simpl�a, m�asurabil�a. Prin de�ni�tie∫A
 f(x)dµ(x) =
 ∫A
 fdµdef=
 ∫A
 f · IAdµ. (63)
 Exemplul 3.1.1. a) Fie A ⊂ X, A ∈ A �si IA(x) � func�tia caracteristic�a a mul�timii A.
 Atunci ∫X
 IA(x)dµ(x) = µ(A).
 b) Fie X = [a, b], A � σ-algebra mul�timilor m�asurabile ��n sens Lebesgue, µ = m este
 m�asura Lebesgue, D∣∣[0,1]
 (x) � restric�tia func�tiei Dirichlet pe [0, 1]. Atunci∫[0,1]
 D∣∣[0,1]
 (x)dm(x) = 1 ·m({Q ∩ [0, 1]}) + 0 ·m({[0, 1] \Q}) = 1 · 0 + 0 · 1 = 0.
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2. Propriet�a�tile integralei Lebesgue
 Fie (X,A, µ) � spa�tiu cu m�asur�a �nit�a.
 Teorema 3.2.1. (linearitatea integralei) Fie f, g � func�tii simple m�asurabile,
 {α, β} ⊂ R. Atunci ∫X
 (αf + βg)dµ = α
 ∫X
 fdµ+ β
 ∫X
 gdµ.
 Demonstra�tie. Fie
 f(x) =n∑j=1
 cj · IAj(x), Ai ∩ Aj = ∅, i = j,
 n⊔j=1
 Aj = X,
 g(x) =k∑i=1
 bi · IBi(x), Bi ∩Bk = ∅, i = k,
 k⊔i=1
 Bi = X.
 Cum func�tia αf + βg prime�ste valoarea αcj + βbk pe mul�timea Cji = Aj ∩Bi, avem
 αf(x) + βg(x) =n∑j=1
 k∑i=1
 (αcj + βbi) · ICji(x),
 unde⊔j,k
 Cjk = X, �si mul�timile Cjk sunt disjuncte. Conform de�ni�tiei integralei �si aditivit�a�tii
 m�asurii, se ob�tine∫X
 (αf+βg)dµ =n∑j=1
 k∑i=1
 (αcj+βbk)µ(Aj∩Bi) =n∑j=1
 k∑i=1
 αcjµ(Aj∩Bi)+n∑j=1
 k∑i=1
 βbiµ(Aj∩Bi) =
 = α
 n∑j=1
 cj
 k∑i=1
 µ(Aj ∩Bi) + β
 k∑i=1
 bi
 n∑j=1
 µ(Aj ∩Bi) = α
 n∑j=1
 cjµ(Aj) + β
 k∑i=1
 biµ(Bi) =
 = α
 ∫X
 fdµ+ β
 ∫X
 gdµ.
 Teorema 3.2.2. (nenegativitatea integralei) Fie f � func�tie simpl�a, m�asurabil�a �si
 f ≥ 0 (mod µ). Atunci
 ∫X
 fdµ ≥ 0.
 Demonstra�tie. f ≥ 0 (mod µ) ��nseamn�a c�a dac�a cj < 0 pentru un careva j, atunci
 µ(Aj) = µ({x ∈ X | f = cj}) = 0, prin urmare,∫X
 fdµ ≥ 0.
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Teorema 3.2.3. (monotonia integralei) Fie f, g � func�tii simple, m�asurabile �si
 f ≥ g (mod µ). Atunci
 ∫X
 fdµ ≥∫X
 gdµ.
 Demonstra�tie. Se consider�a func�tia simpl�a m�asurabil�a h = f − g �si se aplic�a teorema
 3.2.2.
 Teorema 3.2.4. Fie f � func�tie simpl�a m�asurabil�a �si a ≤ f(x) ≤ b (mod µ). Atunci
 aµ(X) ≤∫X
 fdµ ≤ bµ(X).
 Demonstra�tie. Rezult�a din teorema 3.2.3.
 Teorema 3.2.5. (referitor integrala de la o func�tie echivalent�a cu zero) Daca f este
 func�tie simpl�a m�asurabil�a �si f = 0 (mod µ), atunci
 ∫X
 fdµ = 0.
 Demonstra�tie. Rezult�a nemijlocit din de�ni�tia 3.1.1. �In adev�ar, dac�a to�ti coe�cien�ti
 cj sunt nuli, atunci f este identic nul�a, iar dac�a cj = 0 pentru un careva j, atunci
 µ(Aj) = µ({x ∈ X | f = cj}) = 0 �si∫X
 fdµ =n∑j=1
 cjµ(Aj) = 0.
 Teorema 3.2.6. Dac�a f, g � func�tii simple m�asurabile �si f = g (mod µ), atunci∫X
 fdµ =
 ∫X
 gdµ.
 Demonstra�tie. Se consider�a func�tia simpl�a, m�asurabil�a h = f − g h = 0 (mod µ) �si
 se aplic�a teorema 3.2.5.
 Teorema 3.2.7. Dac�a f � func�tie simpl�a m�asurabil�a, atunci
 ∣∣∣∣∫X
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 |f |dµ.
 Demonstra�tie. Dac�a f � func�tie simpl�a m�asurabil�a, atunci |f | la fel simpl�a m�asurabil�a
 �si ∀x ∈ X:
 −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|.
 Conform propriet�a�tii de monotonie a integralei
 −∫X
 |f |dµ ≤∫X
 fdµ ≤∫X
 |f |dµ
 sau, echivalent, ∣∣∣∣∫X
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 |f |dµ.
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Fie f � o func�tie simpl�a m�asurabil�a �xat�a, ν : A → R o func�tie numeric�a de�nit�a prin
 ν(A) =
 ∫A
 fdµ, A ∈ A. (64)
 Teorema 3.2.8. Func�tia de mul�timi ν � m�asur�a cu semn.
 Demonstra�tie. Este clar c�a ν(∅) = 0. Veri�c�am σ-aditivitatea func�tiei ν. Fie
 A =∞⊔j=1
 Aj, Aj ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅, i = j, f(x) =n∑j=1
 cj · IBj(x), Bi ∩ Bj = ∅,
 i = j, X =n⊔j=1
 Bj.
 Utiliz�and de�ni�tia integralei �si σ-aditivitatea m�asurii µ, se ob�tine
 ν(A) =
 ∫A
 fdµ =
 ∫X
 f · IAdµ =n∑j=1
 cjµ(Bj ∩ A) =n∑j=1
 cjµ
 (Bj ∩
 ⊔i
 Ai
 )=
 =n∑j=1
 cjµ
 (⊔i
 (Bj ∩ Ai)
 )=
 n∑j=1
 cj∑i
 µ(Bj ∩ Ai) =∑i
 n∑j=1
 cjµ(Bj ∩ Ai) =∑i
 ∫Ai
 fdµ =
 =∑i
 ν(Ai).
 De�ni�tie 3.2.1. Vom spune ca func�tia de mul�timi λ : A → R se nume�ste absolut
 continue ��n raport cu m�asura µ, dac�a pentru orice ε > 0 exist�a un num�ar pozitiv δ, astfel
 ��nc�at pentru orice E ∈ A cu µ(E) < δ se veri�c�a |λ(E)| < ε.
 Teorema 3.2.9. (continuitatea absolut�a a integralei) M�asura cu semn ν de�nit�a ��n
 (64) este o func�tie absolut continu�a ��n raport cu m�asura µ.
 Demonstra�tie. Fie f � func�tie simpl�a m�asurabil�a �si c = supx∈X
 |f(x)|. Dac�a c = 0,
 teorema este clar�a. Fie c > 0. Pentru orice ε > 0 punem δ =ε
 c. Atunci, pentru µ(E) < δ
 avem
 |ν(E)| =∣∣∣∣∫E
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∫E
 |f |dµ ≤ c · µ(E) < c · εc= ε.
 3. Integrala Lebesgue de la func�tii m�arginite
 Fie (X,A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f : X → R o func�tie m�asurabil�a m�arginit�a pe
 X. Atunci (a se vedea teorema 2.5.2) exist�a un �sir de func�tii simple m�asurabile (fn)n∈N uni-
 form convergent la f pe X. Vom considera �sirul integralelor respective In =
 ∫X
 fndµ �si vom
 ar�ata c�a �sirul (In) este fundamental. �In adev�ar, cum fn ⇒ f pe X, avem
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∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n > n0, ∀x ∈ X avem
 |fm(x)− fn(x)| <ε
 µ(X).
 Atunci, pentru m,n > n0 avem∣∣Im − In∣∣ = ∣∣∣∣∫
 X
 fmdµ−∫X
 fndµ
 ∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫X
 (fm − fn)dµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 ∣∣fm − fn∣∣dµ < ε
 µ(X)· µ(X) = ε,
 adic�a (In) � �sir fundamental �si deci exist�a limn→∞
 In = I.
 U�sor de veri�cat, c�a I nu depinde de alegerea �sirului (fn), ce converge uniform pe X la
 f .
 De�ni�tie 3.3.1. Fie f : X → R � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a pe X, (fn)n∈N � un
 �sir de func�tii simple m�asurabile ce converge uniform pe X la f . Integrala Lebesgue de la
 func�tia f se de�ne�ste prin egalitatea∫X
 f(x)dµ(x) =
 ∫X
 fdµdef= lim
 n→∞In. (65)
 Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, A ∈ A. Atunci IA(x) � func�tie m�arginit�a
 m�asurabil�a �si la fel este �si produsul f · IA.
 De�ni�tie 3.3.2. Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, A � mul�time m�asurabil�a.
 Atunci integrala Lebesgue de la func�tia f pe mul�timea A se de�ne�ste prin∫A
 fdµdef=
 ∫X
 fIAdµ. (66)
 Vom studia propriet�a�tile integralei Lebesgue de la func�tii m�asurabile m�arginite. Aceste
 propriet�a�ti sunt absolut similare celor de la func�tii simple.
 Teorema 3.3.1. (linearitatea integralei) Fie f, g � func�tii m�asurabile m�arginite,
 {α, β} ⊂ R. Atunci ∫X
 (αf + βg)dµ = α
 ∫X
 fdµ+ β
 ∫X
 gdµ.
 Demonstra�tie. Fie (fn)n∈N, (gn)n∈N � �siruri de func�tii simple m�asurabile, fn ⇒ f,
 gn ⇒ g pe X. Atunci αfn + βgn ⇒ αf + βg pe X. Conform de�ni�tiei 3.3.1 �si linearit�a�tii
 integralei Lebesgue de la func�tii simple, se ob�tine:
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∫X
 (αf + βg)dµ = limn→∞
 ∫X
 (αfn + βgn)dµ = limn→∞
 α ∫X
 fndµ+ β
 ∫X
 gndµ
 =
 = α limn→∞
 ∫X
 fndµ+ β limn→∞
 ∫X
 gndµ = α
 ∫X
 fdµ+ β
 ∫X
 gdµ.
 Teorema 3.3.2. (nenegativitatea integralei) Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a �si
 f ≥ 0 (mod µ). Atunci
 ∫X
 fdµ ≥ 0.
 Demonstra�tie. Fie (fn)n∈N un �sir de func�tii simple m�asurabile uniform convergent la
 f . Cum func�tiile fn pot � alese astfel ��nc�at fn ≥ 0 (mod µ) (a se vedea teorema 2.5.2),
 avem
 ∫X
 fndµ ≥ 0. Trec�and ��n ultima inegalitate la limit�a cu n→ ∞ ob�tinem
 ∫X
 fdµ ≥ 0.
 Teorema 3.3.3. (monotonia integralei) Fie f, g � func�tii m�asurabile m�arginite �si
 f ≥ g (mod µ). Atunci
 ∫X
 fdµ ≥∫X
 gdµ.
 Teorema 3.3.4. Dac�a f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a �si a ≤ f(x) ≤ b pe mul�timea
 m�asurabil�a A, atunci
 αµ(A) ≤∫X
 fdµ ≤ βµ(A).
 Teorema 3.3.5. (integrala de la func�tia echivalent�a cu zero) Dac�a f � func�tia
 m�arginit�a �si f = 0 (mod µ), atunci
 ∫X
 fdµ = 0.
 Demonstra�tie. Rezult�a din teorema 3.3.4 cu a = b = 0.
 Teorema 3.3.6. Dac�a f, g � func�tii m�asurabile m�arginite �si f = g (mod µ), atunci∫X
 fdµ =
 ∫X
 gdµ.
 Teorema 3.3.7. Dac�a f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, atunci∣∣∣∣∫X
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 |f |dµ.
 Demonstra�tie. Fie (fn) � �sir de func�tii simple m�asurabile, fn ⇒ f pe X. Atunci
 func�tiile |fn| la fel sunt simple, m�asurabile �si |fn| ⇒ |f |. Conform teoremei 3.2.7 paragra-
 fului precedent ∣∣∣∣∫X
 fndµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 |fn|dµ,
 �si r�am�ane de trecut ��n ultima inegalitate la limit�a cu n→ ∞.
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Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a �xat�a �si
 ν(A) =
 ∫X
 fdµ, ∀A ∈ A. (67)
 Teorema 3.3.8. Func�tia de mul�timi ν de�nit�a de (67) este m�asur�a cu semn.
 Demonstra�tie. Din de�ni�tie 3.3.1 �si 3.3.2 rezult�a ν(∅) = 0. Veri�c�am σ-aditivitatea
 func�tiei ν, adic�a dac�a A =⊔j
 Aj, Ai∩Aj = ∅, i = j, atunci ν(A) =
 ∞∑j=1
 ν(Aj).
 Vom stabili ini�tial aditivitatea func�tiei ν, pentru ∀m ∈ N :∫m⊔
 j=1Aj
 fdµ =m∑j=1
 ∫Aj
 fdµ. (68)
 Fie (fn) un �sir de func�tii simple, fn ⇒ f . Atunci conform teoremei 3.2.8∫m⊔
 j=1Aj
 fn dµ =m∑j=1
 ∫Aj
 fn dµ. (69)
 Trec�and ��n (69) la limit�a cu n→ ∞, se ob�tine (68).
 Cum pentru orice m ∈ N
 A =∞⊔j=1
 Aj =m⊔j=1
 Aj⊔(
 ∞⊔j=m+1
 Aj
 ),
 utiliz�and aditivitatea func�tiei ν, se ob�tine
 ν(A) =m∑j=1
 ν(Aj) + ν
 (∞⊔
 j=m+1
 ). (70)
 Vom estima ultimul termen din (70). Cum∞∑j=1
 µ(Aj) = µ(A) < +∞, pentru ∀ε > 0
 ∃k ∈ N a.��. pentru m > k∞∑
 j=m+1
 µ(Aj) <ε
 c, unde c = sup
 x∈X|f(x)|. Pentru a�sa m avem:
 ∣∣∣∣ν(
 ∞⊔j=m+1
 Aj
 )∣∣∣∣= ∣∣∣∣ ∫∞⊔
 j=m+1Aj
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∫∞⊔
 j=m+1Aj
 |f |dµ ≤ c·µ
 (∞⊔
 j=m+1
 Aj
 )= c·
 ∞∑j=m+1
 µ(Aj) < c·εc= ε,
 de unde
 limm→∞
 ν
 (∞⊔
 j=m+1
 Aj
 )= 0.
 50

Page 51
                        

Trec�and la limit�a ��n (70) cu m → ∞, se ob�tine σ-aditivitatea func�tiei ν. A�sadar,
 ν � m�asur�a cu semn.
 Teorema 3.3.9. (continuitatea absolut�a a integralei) M�asura cu semn ν de�nit�a ��n
 (67) este o func�tie absolut continu�a ��n raport cu m�asura µ.
 Teorema 3.3.10. Dac�a f ∈ R([a, b]), atunci ea este integrabil�a �si ��n sens Lebesgue,
 ��n plus
 (L)b∫
 a
 f(x)dx = (R)
 b∫a
 f(x)dx.
 Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1,2].
 Teorema 3.3.11. (Lebesgue) Func�tia f , m�arginit�a pe [a, b], este integrabil�a Riemann,
 atunci �si numai atunci c�and mul�timea punctelor ei de discontinuitate are m�asura Lebesgue
 egal�a cu zero.
 Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1,2].
 4. Integrala Lebesgue de la func�tii nem�arginite nenegative
 Fie (X,A, µ) spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f � func�tia m�asurabil�a pe X, a.p.t. �nit�a �si
 nenegativ�a pe X. Pentru ∀N ∈ N de�nim func�tia fN prin
 fN(x) =
 f(x), dac�a f(x) < N,
 N, dac�a f(x) ≥ N.
 Este clar, c�a fN ∈ M(X) �si limN→∞
 µ({f ≥ N}) = 0.
 Cum pentru orice N ∈ N fN � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, fN este integrabil�a
 Lebesgue. �In plus, deoarece
 ∀x ∈ X : f1(x) ≤ f2(x) ≤ f3(x) ≤ ...
 conform teoremei 3.3.3 ∫X
 f1dµ ≤∫X
 f2dµ ≤∫X
 f3dµ ≤ ...
 exist�a limita (�nit�a sau in�nit�a)
 limN→∞
 ∫X
 fNdµ. (71)
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De�ni�tie 3.4.1. Vom spune c�a func�tia f este integrabil�a ��n sens Lebesgue (sumabil�a),
 dac�a limita (71) este �nit�a. �In a�sa caz integrala Lebesgue de la func�tia f se de�ne�ste prin
 egalitatea ∫X
 f(x)dµ(x) =
 ∫X
 fdµdef= lim
 N→∞
 ∫X
 fN dµ.
 Dac�a limita (71) este in�nit�a, punem∫X
 fdµ = +∞.
 Teorema 3.4.1. Fie {f, g} ⊂ M(X), 0 ≤ f(x) ≤ g(x) (mod µ) pe X �si g � func�tie
 sumabil�a. Atunci f � sumabil�a �si ∫X
 fdµ ≤∫X
 gdµ.
 Demonstra�tie. Din condi�tiile teoremei rezult�a fN(x) ≤ gN(x) (mod µ) pentru
 ∀N ∈ N. Atunci ∫X
 fN dµ ≤∫X
 gN dµ ≤∫X
 gdµ < +∞,
 de unde rezult�a ca limN→∞
 ∫X
 fN dµ este �nit�a �si trec�and la limit�a cu N → ∞, ob�tinem
 inegalitatea din enun�tul teoremei.
 Fie f � func�tie sumabil�a pe X, A ⊂ X mul�time m�asurabil�a �si IA(x) � func�tia caracter-
 istic�a a lui A. Atunci f · IA ∈ M(X) �si cum
 0 ≤ f(x) · IA ≤ f(x),
 conform teoremei 3.4.1 f · IA � func�tie sumabil�a.
 De�ni�tie 3.4.2. Dac�a A ⊂ X mul�time m�asurabil�a �si f · IA este o func�tie sumabil�a pe
 X, integrala Lebesgue de la func�tia f pe mul�timea A se de�ne�ste prin∫A
 f(x)dµ(x) =
 ∫A
 fdµ =
 ∫X
 f · IAdµ.
 Teorema 3.4.2. (linearitatea integralei) Fie f, g � func�tii sumabile nenegative,
 {α, β} ⊂ R+. Atunci αf + βg este sumabil�a �si∫X
 (αf + βg)dµ = α∫X
 fdµ+ β∫X
 gdµ.
 Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1]. Fie f � func�tie nenegativ�a, sumabil�a pe
 X �si �xat�a, A ∈ A �si ν(A) =∫A
 fdµ.
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Teorema 3.4.3. (continuitatea absolut�a a integralei) Func�tia de mul�timi ν este absolut
 continu�a ��n raport cu m�asura µ.
 Demonstra�tie. Din de�ni�tia 3.4.1 rezult�a ca pentru ∀ε > 0 ∃N ∈ N astfel ��nc�at
 0 ≤∫X
 (f − fN)dµ =
 ∫X
 fdµ−∫X
 fNdµ <ε
 2.
 Punem δ =ε
 2N. Atunci pentru ∀A ∈ A cu µ(A) < δ avem
 0 ≤ ν(A) =
 ∫X
 fdµ =
 ∫X
 (f − fN + fN)dµ =
 ∫X
 (f − fN)dµ+
 ∫X
 fNdµ ≤ ε
 2+N
 ε
 2N= ε.
 Teorema 3.4.4. Func�tia de mul�timi ν este m�asur�a.
 Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1].
 5. Integrala func�tiilor nem�arginite
 Fie (X,A, µ) � un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f � func�tia numeric�a m�asurabil�a, a.p.t. �nit�a,
 de�nit�a pe X,
 f+(x) = max{f(x), 0} =|f(x)|+ f(x)
 2,
 f−(x) = −min{f(x), 0} =|f(x)| − f(x)
 2.
 Este clar, c�a f+(x), f−(x) sunt func�tii m�asurabile nenegative, a.p.t. �nite �si
 f(x) = f+(x)− f−(x), |f(x)| = f+(x) + f−(x) (72)
 De�ni�tie 3.5.1. Func�tia f se nume�ste integrabil�a ��n sens Lebesgue (sumabil�a), dac�a
 ambele func�tii f+(x) �si f−(x) sunt integrabile Lebesgue. �In a�sa caz integrala Lebesgue se
 de�ne�ste prin ∫X
 fdµ =
 ∫X
 f+dµ−∫X
 f−dµ.
 Teorema 3.5.1. Func�tia m�asurabil�a f este sumabil�a, dac�a �si numai dac�a |f | este
 sumabil�a. �In a�sa caz ∣∣∣∣∫X
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 |f |dµ.
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Demonstra�tie. Necesitatea. Fie f � func�tie sumabil�a. Rezult�a func�tiile nenegative f+
 �si f− sunt func�tii sumabile. Atunci, conform linearit�a�tii integralei Lebesgue de la func�tii
 nenegative, func�tia |f | = f+ + f− este sumabil�a �si∫X
 |f |dµ =
 ∫X
 f+dµ+
 ∫X
 f−dµ.
 Su�cien�ta. Fie |f | � func�tie sumabil�a. Cum f+(x) ≤ |f(x)|, f−(x) ≤ |f(x)|, conform
 teoremei 3.4.1, func�tiile f+ �si f− sunt sumabile, prin urmare �si f este sumabil�a. �In plus,∣∣∣∣∫X
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫X
 f+dµ−∫X
 f−dµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 f+dµ+
 ∫X
 f−dµ =
 ∫X
 |f |dµ.
 De�ni�tie 3.5.2. Fie A ⊂ X mul�time m�asurabil�a, func�tia f ·IA sumabil�a pe X. Atunci
 func�tia f · IA se nume�ste sumabil�a pe A �si∫A
 fdµdef=
 ∫X
 f · IAdµ.
 �Si ��n cazul integralei Lebesgue de la func�tii nem�arginite r�am�an valabile teoremele des-
 pre linearitatea integralei Lebesgue, continuitatea absolut�a a integralei �si σ-aditivitatea
 integralei.
 6. Trecerea la limit�a sub semnul integralei Lebesgue
 Fie (X,A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a.
 Teorema 3.6.1. (Lebesgue) Fie:
 1) �sirul (fn) de func�tii sumabile convergente ��n m�asur�a la func�tia f ;
 2) exist�a a�sa o func�tie sumabil�a nenegativ�a g, astfel ��nc�at ∀n ∈ N : |fn(x)| ≤ g(x).
 Atunci f este sumabil�a �si
 limn→∞
 ∫X
 fndµ =
 ∫X
 fdµ.
 Demonstra�tie. Cum fnµ→ f , conform teoremei Riesz exist�a un sub�sir
 (fnk) : fnk
 → f (mod µ). Din condi�tia 2) |fnk(x)| ≤ g(x). Trec�and la limit�a cu k → ∞, se
 ob�tine |f(x)| ≤ g(x) (mod µ) �si prin urmare, f este sumabil�a.
 Pentru ∀δ > 0 consider�am mul�timile
 En(δ) = {|fn − f | ≥ δ}, Fn(δ) = {|fn − f | < δ}.54
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Atunci
 σn =
 ∣∣∣∣∫X
 fndµ−∫X
 fdµ
 ∣∣∣∣≤ ∫X
 |fn − f |dµ =
 ∫En(δ)
 |fn − f |dµ+
 ∫Fn(δ)
 |fn − f |dµ (73)
 Cum
 |fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)|+ |f(x)| ≤ 2g(x) (mod µ)
 din (73) se ob�tine
 σn ≤ 2
 ∫En(δ)
 gdµ+ δµ(X). (74)
 Pentru ε > 0 punem δ =ε
 2µ(X). Cum integrala Lebesgue este absolut continue ��n
 raport cu m�asura µ, vom g�asi a�sa un τ > 0 astfel ��nc�at din µ(E) < τ s�a avem
 ∫E
 gdµ <ε
 4.
 Cum fnµ→ f , rezult�a c�a ∃n0 ∈ N astfel ��nc�at pentru n ≥ n0
 µ(En(δ)) = µ({|fn − f | ≥ δ}) < τ.
 Atunci pentru n ≥ n0 din (74) rezult�a
 σn < 2 · ε4+ε
 2= ε,
 adic�a, σn → 0, n→ ∞.
 Teorema 3.6.2. (lema Fatou) Fie (fn) un �sir de func�tii m�asurabile nenegative, ce
 converge ��n m�asur�a la func�tia f . Atunci∫X
 fdµ ≤ limn→∞
 ∫X
 fndµ.
 Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [2].
 Teorema 3.6.3. (Bepppo Levi) Fie (fn) un �sir cresc�ator de func�tii m�asurabile nene-
 gative �si f(x) = limn→∞
 fn(x). Atunci
 limn→∞
 ∫X
 fndµ =
 ∫X
 fdµ. (75)
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Demonstra�tie. Cum (fn) � �sir cresc�ator, rezult�a
 ∫X
 fndµ
 n∈N
 � �sir cresc�ator, prin
 urmare, exist�a limita (�nit�a sau in�nit�a) a acestui �sir numeric. Conform lemei Fatou∫X
 fdµ = limn→∞
 ∫X
 fndµ = limn→∞
 ∫X
 fndµ. (76)
 �In plus, cum fn(x) ≤ f(x) avem ∫X
 fndµ ≤∫X
 fdµ,
 de unde trec�and la limit�a cu n→ ∞, se ob�tine
 limn→∞
 ∫X
 fndµ ≤∫X
 fdµ. (77)
 Din (76) �si (77) rezult�a (75).
 7. Integrala Lebesgue-Stieltjes
 Fie g : [a, b] → R o func�tie cresc�atoare, continue la st�anga. Atunci g de�ne�ste pe
 σ-algebra mul�timilor boreliene ale segmentului [a, b] o m�asur�a �nit�a � µg � m�asura Lebesgue-
 Stieltjes. Integrala Lebesgue generat�a de aceast�a m�asur�a se nume�ste integrala Lebesgue-
 Stieltjes �si se noteaz�a
 b∫a
 f(x)dµg(x) =
 b∫a
 fdµg =
 b∫a
 f(x)dg(x).
 �In particular, dac�a g este func�tia salturilor, µg � m�asur�a discrit�a �si integrala Lebesgue-
 Stieltjes se reduce la suma
 b∫a
 f(x)dg(x) =∑
 f(ck)△g (ck),
 unde ck � punctele de discontinuitate ale func�tiei g, △g(ck) � saltul func�tiei g ��n ck. Dac�a
 func�tia g ∈ BV ([a, b]), continu�a la st�anga, atunci g(x) = φ(x) − ψ(x), unde φ, ψ � func�tii
 cresc�atoare, continue la st�anga �si integrala Lebesgue-Stieltjes de la func�tia f se de�ne�ste
 prin egalitateab∫
 a
 f(x)dg(x)def=
 b∫a
 f(x)dφ(x)−b∫
 a
 f(x)dψ(x).
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Teorema 3.7.1. Fie f ∈ C([a, b]). Atunci exist�a integrala Riemann-Stieltjes de la
 func�tia g, (R− S)b∫
 a
 f(x)dg(x) �si are loc egalitatea
 (R− S)b∫
 a
 f(x)dg(x) = (L − S)b∫
 a
 f(x)dg(x).
 Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1].
 57

Page 58
                        

Bibliogra�e
 [1] Áåðåçàíñêèé Þ. Ì., Óñ Ã. Ô., Øåôòåëü Ç. Ã. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Êèåâ: Âûùà øêîëà,
 1990.
 [2] Äîðîãîâöåâ À. ß. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà. � Êèåâ: Âûùà øêîëà, 1989.
 [3] Ï. Õàëìîø. Òåîðèÿ ìåðû. � Ì.: Èíîñòðàííàÿ ëèòåðàòóðà, 1953.
 [4] Êîëìîãîðîâ À. Í., Ôîìèí Â. Ñ. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. � Ì.:
 Íàóêà, 1989.
 [5] Æ. Íåâ¸. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. � Ì.: Ìèð, 1965.
 [6] Ã. Ï. Òîëñòîâ. Ìåðà è èíòåãðàë. � Ì.: Íàóêà, 1976.
 [7] Ãîðîäåöêèé Â. è äð. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. � Êèåâ: Âûùà øêîëà,
 1990.
 [8] Íàòàíñîí È. Òåîðèÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. � Ì.: Íàóêà, 1974.
 [9] Ïàðòàñàðàòè Ê. Ââåäåíèå òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ìåð. � Ì.: Ìèð, 1983.
 [10] W. Rudin. Analiza real�a �si complex�a. � Bucure�sti: Theta, 1998.
 [11] Nicolescu M. Analiza Matematic�a III. � Bucure�sti: Ed. Tehnic�a, 1960.
 [12] M. �Sabac. Analiza real�a. � Bucure�sti, 1988.
 [13] Chicu G. Probabilit�a�ti �si procese stocastice. � Bucure�sti, 1979.
 58

Page 59
                        

CUPRINSUL
 INTRODUCERE 2
 Capitolul 1. M�ASUR�A 3
 1. Algebre �si σ-algebre 3
 2. Func�tii de mul�timi 9
 3. Notiunea de m�asur�a. Propriet�a�ti elementare 9
 4. M�asur�a exterioar�a 11
 5. Mul�timi m�asurabile. Extinderea m�asurii 13
 6. Propriet�a�tile mul�timilor m�asurabile �si m�asurii 17
 7. M�asuri σ-�nite 20
 8. M�asura Lebesgue 21
 9. M�asura Lebesgue-Stieltjes 24
 10. M�asuri cu semn 29
 11. Func�tii cu varia�tie m�arginit�a 30
 Capitolul 2. FUNC�TII M�ASURABILE 34
 1. Func�tii m�asurabile 34
 2. Propriet�a�tile func�tiilor m�asurabile 36
 3. Func�tii echivalente 38
 4. �Siruri de func�tii m�asurabile 38
 5. Func�tii simple 41
 Capitolul 3. INTEGRALA LEBESGUE 44
 1. Integrarea func�tiilor simple 44
 2. Propriet�a�tile integralei Lebesgue 45
 3. Integrala Lebesgue de la func�tii m�arginite 47
 4. Integrala Lebesgue de la func�tii nem�arginite nenegative 51
 5. Integrala func�tiilor nem�arginite 53
 59

Page 60
                        

6. Trecerea la limit�a sub semnul integralei Lebesgue 54
 7. Integrala Lebesgue-Stieltjes 56
 Bibliogra�e 58
 60



				

				
LOAD MORE			        


        
            
                        
                Top Related

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                Mutation-linear algebra and universal geometric cluster ... · Universal geometric cluster algebra: universal object in category. Isomorphism type of a geometric cluster algebra depends
                            


                            

                                                    

                    

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                BASIC PORTFOLIO ANALYSISkeechung/Lecture Notes and...p B B Rp R s s s s − − + − − = − A B B R A R p A B B R A R B B R s s s s s s This is, of course, a straight line. With
                            


                            

                                                    

                    

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                GRAMMIKH ALGEBRA - Εθνικό και Καποδιστριακό ......GRAMMIKH ALGEBRA SumplhrwmatikŁc Ask€seic Qeimerinì Ex‹mhno 2015 Qr€stoc A. Ajanasi‹dhc Sumbol—zoume
                            


                            

                                                    

                    

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                Algebra Lineare - Istituto Volterra · Algebra Lineare Dipartimento di Matematica 5 ottobre 2015 ITIS V.Volterra San Don a di Piave Versione [2015-16]
                            


                            

                                                    

                    

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                Pli12 Gramiki Algebra
                            


                            

                                                    

                    

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                Linear Logic and Linear Algebra - Department of … Logic and Linear Algebra FinVect: I Interpret a type as a nite dimensional vector space (over a nite eld) I Interpret a judgment
                            


                            

                                                    

                    

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                Algebra Lineal
                            


                            

                                                    

                    

                                    
                        
                            
                                

                            
                        

                        
                            
                                Noise as a Boolean algebra of -fields - arXiv · NOISE AS A BOOLEAN ALGEBRA OF σ-FIELDS By Boris Tsirelson Tel Aviv University A noise is a kind of homomorphism from a Boolean algebra
                            


                            

                                                    

                    

                            

                    

        

    








    
        
            
                γλώσσες

                	English
	Français
	Español
	Deutsch
	Portuguese
	Indonesian


            

            
                	Italian
	Romanian
	Malaysian
	Greek
	Dutch
	Polish


            

            
                Σελίδες

                	Κατηγορίες
	Σχετικά με εμάς
	Επικοινωνήστε μαζί μας


            

            
                Νομικός

                	Οροι χρήσης
	DMCA
	Πολιτική cookie
	Privacy Policy


            

        


        


        
            Copyright © 2022 FDOCUMENT

        

            












