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EstabilidadeEstabilidade
 ● Resposta ao impulso unitário
 ● Integral de convolução
 ● Estabilidade no sentido BIBO
 ● Estabilidade assintótica
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Resposta ao ImpulsoResposta ao Impulso
 Definição da função Impulso (delta de Dirac)
 Qualquer função u(t) pode ser escrita como a soma contínua de impulsos
 Observe que τ = t é a condição para o delta ser não nulo, podendo assim seretirar u(t) de dentro da integral.
 É uma das distribuições da família das funções de singularidade <t- τ>-1
 ∫∞
 ∞−=
 ≠=
 1)(
 00)(
 dtt
 tpt
 δ
 δ
 u t u t d( ) ( ) ( )= −− ∞
 ∞
 ∫ τ δ τ τ
 1
 t
 ( )t
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ConvoluçãoConvolução no Tempo no Tempo
 Definindo-se h(t) como resposta ao impulso
 A resposta para uma excitação qualquer será:
 Pelo princípio da superposição:
 Pela invariância no tempo:
 y t u t u t d( ) ( ) [ ( ) ( ) ]= = −−∞
 ∞
 ∫R R τ δ τ τ
 y t u t d( ) ( ) [ ( ) ]= −− ∞
 ∞
 ∫ τ δ τ τR
 y t u h t d( ) ( ) ( )= −− ∞
 ∞
 ∫ τ τ τ
 h t t( ) ( )= R δ
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Integral de Integral de convoluçãoconvolução
 É representada como
 e definida como
 Pode-se mostrar facilmente que
 ou seja,
 y t u t h t( ) ( ) ( )= ∗
 y t u h t d( ) ( ) ( )= −− ∞
 ∞
 ∫ τ τ τ
 ∫∞
 ∞−−= τττ dtuhty )()()(
 )(*)()()()( tuththtuty =∗=
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Integral daIntegral da Convolução Convolução no Tempo no Tempo
 ● Equação fundamental p/ avaliação dodesempenho dos sistemas.
 ● Conhecida a resposta ao impulso pode-seencontrar resposta a qualquer excitação.
 ● Método geral de solução● Integrais de difícil solução analítica● Métodos numéricos de integração, ou ainda
 métodos simbólicos (em casos simples)
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Estabilidade no sentido BIBOEstabilidade no sentido BIBO(“(“bounded bounded input / input / bounded bounded output”)output”)
 Um sistema é dito estável se e só se
 para toda excitação limitada a resposta for limitada.
 Ou seja,
 Se u t t
 então u t t
 ( )
 ( )
 < ∞ ∀
 < ∞ ∀R
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Condição de estabilidadeCondição de estabilidade
 Para um sistema causal resulta que
 Considerando a excitação limitada
 Portanto, para uma resposta limitada é necessário esuficiente que
 y t u t h u t d( ) ( ) ( ) ( )= ≤ −∞
 ∫R τ τ τ0
 ∞<≤Mtu )( ττ dhMty ∫∞
 ≤0
 )()(
 h d( )τ τ0
 ∞
 ∫ < ∞
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Resposta ao impulso e estabilidadeResposta ao impulso e estabilidade
 Um sistema é estável no sentido BIBO, see somente se sua resposta ao impulso forlimitada.
 É uma conclusão razoável, lembrando quea resposta a uma excitação depende daintegral de convolução.
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Dependência com a resposta naturalDependência com a resposta natural
 Se a resposta natural (livre) de um sistema tende ainfinito, claramente o sistema será instável.
 Portanto, pode-se perceber que a estabilidadedepende da resposta natural.
 Ou, em outras palavras, a resposta ao impulsodepende da resposta natural (será visto na próximaaula).
 A estabilidade depende, portanto, das raízes dopolinômio característico.
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EstabilidadeEstabilidade Assintótica Assintótica
 Utiliza-se assim o conceito de estabilidade assintótica, quedepende diretamente das raízes do polinômiocaracterístico.
 Já vimos a definição de pólos : as raízes do polinômiocaracterístico, ou seja do denominador da função detransferência operacional. É um ponto singular da FTO.
 E a definição de zeros : as raízes do numerador da função detransferência operacional. É um ponto nulo da FTO.
 O comportamento do sistema dependerá, portanto, da posiçãodos pólos e zeros no plano complexo.

Page 11
                        

EstabilidadeEstabilidade Assintótica Assintótica
 ω0
 −σ 0
 p j1 0 0= − +σ ωx
 x
 Real
 Imag
 σ 0 0>
 p j2 0 0= − −σ ω ω0 0>
 Um sistema é ditoassintoticamente estávelse todos os pólos daFTO respectivaencontram-se no semi-plano esquerdo do planocomplexo (SPE).
 MatLab: pzmap(np,dp)
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Estabilidade MarginalEstabilidade Marginal
 Um sistema é ditomarginalmente estávelse existe um pólosimples na origem oupares conjugadossimples no eixoimaginário, com asdemais no SPE.
 σ 0 0=
 p j1 0= ω x
 x
 Real
 Imag
 p j2 0= − ω
 ω0 0>
 x
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InstávelInstável
 1 0 0p jσ ω= +x
 x
 Real
 Imag
 σ 0 0>
 2 0 0p jσ ω= −
 ω0 0>
 x
 x (dupla)
 Um sistema é ditoinstável se pelo menosum dos pólos estiver nosemi-plano direito doplano complexo (SPD),ou ocorrerem raízesmúltiplas no eixoimaginário.
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Exemplo de estabilidade Exemplo de estabilidade assintóticaassintótica
 uydt
 dy =+
 0 1 2 3 4 5-0.2
 -0.1
 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0 1 2 3 4 50
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
 0 1 2 3 4 50
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
 P/ o sistema
 apresenta-se a respostanatural, a resposta auma excitaçãoharmônica de 8 rad/s ea resposta a umaexcitação constanteunitária.Observa-se que todassão estáveis.
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Exemplo de estabilidade marginalExemplo de estabilidade marginal
 P/ o sistema
 apresenta-se a respostanatural, a resposta auma excitaçãoharmônica de 8 rad/s ea resposta a umaexcitação constanteunitária.Observa-se que apenasa última é instável.
 udt
 dy =0 1 2 3 4 5
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
 0 1 2 3 4 50
 0.05
 0.1
 0.15
 0.2
 0.25
 0 1 2 3 4 50
 1
 2
 3
 4
 5
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Exemplo de instabilidadeExemplo de instabilidade
 P/ o sistema
 apresenta-se a respostanatural, a resposta auma excitaçãoharmônica de 8 rad/s ea resposta a umaexcitação constanteunitária.Observa-se que todassão instáveis.
 0 1 2 3 4 50
 5
 10
 15
 20
 0 1 2 3 4 50
 50
 100
 150
 0 1 2 3 4 50
 50
 100
 150
 uydt
 dy =−
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Matlab: Exemplo 3.1Matlab: Exemplo 3.1uso de uso de lsimlsim e e tftf
 ● dp=[1 1];
 ● np=1;
 ● Yo=1;
 ● t=0:0.02:5;
 ● y=yo*exp(-t);
 ● figure(1), subplot(311), plot(t,y), grid
 ● u=sin(8*t);
 ● sys=tf(np,dp);
 ● y=lsim(sys,u,t);
 ● figure(1), subplot(312), plot(t,y), grid
 ● u=ones(size(t));
 ● y=lsim(sys,u,t);
 ● figure(1), subplot(313), plot(t,y), grid
 uydt
 dy =+
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Matlab: Exemplo 3.1Matlab: Exemplo 3.1
 ● dp=[1 0];
 ● np=1;
 ● t=0:0.02:5;
 ● y=exp(0*t);
 ● figure(2), subplot(311), plot(t,y), grid
 ● u=sin(8*t);
 ● sys=tf(np,dp);
 ● y=lsim(sys,u,t);
 ● figure(2), subplot(312), plot(t,y), grid
 ● u=ones(size(t));
 ● y=lsim(sys,u,t);
 ● figure(2), subplot(313), plot(t,y), grid
 udt
 dy =
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Matlab: Exemplo 3.1Matlab: Exemplo 3.1
 ● dp=[1 -1];
 ● np=1;
 ● t=0:0.02:5;
 ● y=exp(t);
 ● figure(3), subplot(311), plot(t,y), grid
 ● u=sin(8*t);
 ● sys=tf(np,dp);
 ● y=lsim(sys,u,t);
 ● figure(3), subplot(312), plot(t,y), grid
 ● u=ones(size(t));
 ● y=lsim(sys,u,t);
 ● figure(3), subplot(313), plot(t,y), grid
 uydt
 dy =−
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Matlab: ExercícioMatlab: Exercício
 Para o sistema encontrar e desenhar aresposta ao impulso usando os comandos lsim , tfe impulse. Determinar o tipo de estabilidadeatravés do posicionamento dos pólos, usandopzmap. Traçar o diagrama de blocos e encontrarnovamente a resposta ao impulso, usando o blocoderivativo e a fonte de sinal do degrau (step).
 uyyy =++ ���
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Resultado esperadoResultado esperado
 0 5 10 15 20 25-0.1
 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
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