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Modele stochastique sur horizon fini
 Fabian Bastin
 DIRO, Universite de Montreal
 IFT-6521 – Hiver 2013
 Fabian Bastin Programmation dynamique

Page 2
                        

Modele stochastique sur horizon fini
 A l’etape k , on observe l’etat xk et prend une decision uk ∈ Uk(xk).Puis une variable aleatoire ωk est generee selon une loi de probabilitePk(· | xk , uk). On observe ωk , on paye un cout gk(xk , uk , ωk), etl’etat a la prochaine etape est xk+1 = fk(xk , uk , ωk).
 a l’etape k , on a:xk = etat du systeme a l’etape k ;uk = decision prise a l’etape k .ωk = perturbation (var. aleatoire) produite a l’etape k .gk = fonction de cout;fk = fonction de transition;
 On cherche une politique admissible π = (µ0, . . . , µN−1) quiminimise l’esperance mathematique du cout total,
 E
 [gN(xN) +
 N−1∑k=0
 gk(xk , uk , ωk)
 ].
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On a
 JN(x) = gN(x) pour x ∈ XN ,
 Jk(x) = cout espere total optimal de l’etape k
 a la fin, si on est dans l’etat x a l’etape k
 = infu∈Uk (x)
 Eωk[gk(x , u, ωk) + Jk+1(fk(x , u, ωk))]
 pour 0 ≤ k ≤ N − 1, x ∈ Xk ,
 ou ωk suit la loi Pk(· | x , u), et
 µ∗k(x) = arg minu∈Uk (x)
 Eωk[gk(x , u, ωk) + Jk+1(fk(x , u, ωk))] .
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Exemple de gestion d’un inventaire
 Nous pouvons appliquer l’algorithme de programmation dynamiquesi tout est discret et fini.
 Reprenons un exemple de gestion d’inventaire (Exemple 1.3.2 deBertsekas), en notant
 xk = niveau des stocks au debut du mois k ,avant de commander;
 uk = nombre de biens commandes (et recus) au debut du mois k ;ωk = nombre de bien demandes par les clients durant le
 mois k . On suppose que les ωk dont des variablesaleatoires discretes independantes;
 Nous supposons de plus que pas plus de deux unites ne peuvent etrestockees:
 xk + uk ≤ 2.
 La demande excedentaire (ωk − xk − uk) est perdue.
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Exemple de gestion d’un inventaire (suite)
 Le cout de stockage pour la periode k est
 (xk + uk − ωk)2,
 impliquant une penalite a la fois pour l’exces d’inventaire et pour lademande non satisfaite a la fin de la periode k .
 Le cout de commande est de 1 par unite commande.
 Par consequent,
 gk(xk , uk , ωk) = uk + (xk + uk − ωk)2.
 Le cout terminal est suppose nul:
 g(xN) = 0.
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Exemple de gestion d’un inventaire (suite)
 On prendra N = 3, x0 = 0, et, pour tout k ,
 p(ωk) =
 0.1 si ωk = 0,
 0.7 si ωk = 1,
 0.2 si ωk = 2.
 Nous pouvons demarrer l’algorithme de programmation dynamiqueavec
 J3(x3) = 0.
 Pour k = 0, 1 ou 2, nous avons la recurrence
 Jk(xk) = minuk
 Eωk[uk +(xk +uk−ωk)2 +Jk+1(max{0, xk +uk−ωk})],
 sous les contraintes
 uk ∈ {0, 1, 2},uk ∈ [0, 2− xk ].
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Exemple de gestion d’un inventaire: periodes 2
 Considerons les trois etats possibles.
 Tout d’abord,
 J2(0) = minu2
 Eω2 [u2 + (u2 − ω2)2]
 = minu2
 u2 + 0.1(u2)2 + 0.7(u2 − 1)2 + 0.2(u2 − 2)2.
 En comparant explicitement les valeurs pour u2 =0, 1, 2, nousobtenons
 J2(0) = 1.3, µ∗2(0) = 1.
 De meme,
 J2(1) = 0.3, µ∗2(1) = 0,
 J2(2) = 1.1, µ∗2(2) = 0.
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Exemple de gestion d’un inventaire: periode 1
 De la meme maniere,
 J1(0) = minu1
 Eω1 [u1 + (u1 − ω1)2 + J2(max{0, u1 − ω1})].
 Il est facile de calculer
 J1(0) = min{2.8, 2.5, 3.68} = 2.5, µ∗1(0) = 1.
 De meme,
 J1(1) = 1.5, µ∗2(1) = 0,
 J1(2) = 1.68, µ∗2(2) = 0.
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Exemple de gestion d’un inventaire: periode 0
 De la meme maniere, on peut montrer
 J0(0) = 3.7, µ∗0(0) = 1.
 Par consequent, la politique optimale est de commander une unite sile stock est vide, et de ne rien commander sinon. Le cout espere al’etape initiale est 3.7.
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Objectifs du chapitre
 L’enumeration devient vite lourde.
 Dans ce chapitre, on va examiner des modeles (ou exemples) plusparticuliers et caracteriser la forme de la politique optimale µ∗k et dela fonction de cout anticipe Jk .
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Systeme lineaire a cout quadratique
 xk = vecteur de dimension n,
 uk = vecteur de dimension m,
 wk = vecteur de dimension n, E[wk ] = 0, Var[wk ] <∞,
 indep. de (xk , uk), et les wk sont independants.
 xk+1 = fk(xk , uk ,wk) = Akxk + Bkuk + wk ,
 gN(xN) = x ′NQNxN ,
 gk(xk , uk) = x ′kQkxk + u′kRkuk ,
 ou Ak , Bk , Qk , et Rk sont des matrices, les Qk sont symetriques etdefinies semi-positives, les Rk sont symetriques et definies positives.
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Le modele se generalise facilement au cas ou E[wk ] 6= 0 et ou lesformes quadratiques sont decentrees. Le cout total pourrait ainsiavoir la forme
 E
 [(xN − xN)′QN(xN − xN) +
 N−1∑k=0
 ((xk − xk)′Qk(xk − xk) + u′kRkuk
 )].
 On ne le fera pas pour eviter d’alourdir la notation. On se rameneau cas centre par simple changement de variable.
 Les equations de la PD deviennent:
 JN(xN) = gN(xN) = x ′NQNxN ,
 Jk(xk) = minuk
 E[x ′kQkxk + u′kRkuk
 + Jk+1(Akxk + Bkuk + wk)] , k < N.
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On va montrer que les fonctions Jk sont quadratiques en xk et uk ,et que µ∗k(xk) est lineaire en xk , et ne depend pas des lois deprobabilite des wk . Ainsi, pour ce modele, on peut remplacer les wk
 par leurs esperances sans changer la politique optimale!C’est le principe du modele deterministe equivalent.
 Posons KN = QN , et pour k < N,
 Lk = −(B ′kKk+1Bk + Rk)−1B ′kKk+1Ak ,
 Kk = A′k(Kk+1 − Kk+1Bk(B ′kKk+1Bk + Rk)−1B ′kKk+1)Ak + Qk
 = A′kKk+1(Ak + BkLk) + Qk . (Eq. de Riccati)
 La proposition qui suit donne la forme de la politique optimale, quiest tres facile a calculer et a implanter via une retroaction(“feedback”) lineaire, avec matrices de gain Lk .
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Proposition. Les matrices Kk sont symetriques et definiessemi-positives et les Lk sont donc bien definies.La politique optimale et la fonction de cout optimal Jk , pour0 ≤ k < N, sont donnes par
 µ∗k(xk) = Lkxk ,
 Jk(xk) = x ′kKkxk +N−1∑j=k
 E[w ′jKj+1wj ].
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Preuve. Par induction arriere sur k .Pour k = N − 1, en utilisant le fait que E[wN−1] = 0, et KN = QN ,
 JN−1(xN−1) = minuN−1
 E[x ′N−1QN−1xN−1 + u′N−1RN−1uN−1
 +(AN−1xN−1 + BN−1uN−1 + wN−1)′
 KN(AN−1xN−1 + BN−1uN−1 + wN−1)]
 = x ′N−1QN−1xN−1
 +x ′N−1A′N−1KNAN−1xN−1 + E[w ′N−1KNwN−1]
 + minuN−1
 [u′N−1RN−1uN−1 + u′N−1B
 ′N−1KNBN−1uN−1
 +2x ′N−1A′N−1KNBN−1uN−1
 ].
 En mettant a 0 la derivee p.r. a uN−1, on obtient
 2RN−1uN−1 + 2B ′N−1KNBN−1uN−1 + 2(x ′N−1A′N−1KNBN−1)′ = 0
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Puisque RN−1 est definie positive et B ′N−1KNBN−1 est definiesemi-positive, cela implique que la commande optimale est la valeurde uN−1 qui satisfait cette equation, i.e.,
 µ∗N−1(xk) = −(RN−1 + B ′N−1KNBN−1)−1B ′N−1KNAN−1xN−1
 = LN−1xN−1.
 En remplacant uN−1 par µ∗N−1(xN−1) dans l’expression pour JN−1,on obtient.
 JN−1(xN−1) = x ′N−1KN−1xN−1 + E[w ′N−1KNwN−1].
 Pour le voir, developpons l’expression de JN−1(xN−1).
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En remplacant uN−1 par la decision optimale, nous obtenons
 JN−1(xN−1) = x ′N−1QN−1xN−1
 + x ′N−1A′N−1KNAN−1xN−1 + E[w ′N−1KNwN−1]
 +[x ′N−1L
 ′N−1RN−1LN−1xN−1 + x ′N−1L
 ′N−1B
 ′N−1KNBN−1LN−1xN−1
 +2x ′N−1A′N−1KNBN−1LN−1xN−1
 ]= x ′N−1QN−1xN−1 + E[w ′N−1KNwN−1]
 + x ′N−1(A′N−1KNAN−1 + L′N−1RN−1LN−1 + L′N−1B′N−1KNBN−1LN−1
 + 2A′N−1KNBN−1LN−1)xN−1
 Or,
 L′N−1(RN−1 + BN−1KNBN−1)LN−1 + 2A′N−1KNBN−1LN−1
 = A′N−1K′NBN−1
 [(B ′N−1KNBN−1 + RN−1)−1
 ]′(RN−1 + BN−1KNBN−1)LN−1 + 2A′N−1KNBN−1LN−1
 = A′N−1KNBN−1LN−1
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Des lors
 JN−1(xN−1) = x ′N−1
 (QN−1 + A′N−1KNAN−1
 +A′N−1KNBN−1LN−1
 )xN−1 + E[w ′N−1KNwN−1]
 = x ′N−1KN−1xN−1 + E[w ′N−1KNwN−1].
 La matrice KN−1 est symetrique et elle est definie semi-positive,puisque cette derniere expression est ≥ 0 car QN−1, RN−1, et KN
 sont definies semi-positives. Cela prouve le resultat pour k = N − 1.
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On suppose maintenant que le resultat tient pour k + 1 et onprouve que cela implique qu’il tient pour k . On a
 Jk+1(xk+1) = x ′k+1Kk+1xk+1 +N−1∑j=k+1
 E[w ′jKj+1wj ]
 ou la somme est simplement une constante qui n’a pas d’influencesur la politique optimale.On peut refaire exactement le meme raisonnement que pourk + 1 = N, en remplacant N par k + 1, et on obtient le resultat. �
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Etat partiellement observe.
 Un resultat semblable tient aussi si on ne peut pas observer l’etat xkau complet, mais seulement une transformation lineaire
 zk = Ckxk + vk
 ou les vk sont des vecteurs aleatoires independants entre eux etindependants des wk . La politique optimale a alors la forme
 µ∗k(Ik) = Lk E[xk | Ik ]
 ou Ik = (u0, . . . , uk−1, z0, . . . , zk) est l’information disponible al’etape k .
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Modele stationnaire sur horizon infini.
 Supposons que (Ak ,Bk ,Qk ,Rk) = (A,B,Q,R) pour tout k.Lorsque k → −∞, on s’attend a ce que Kk → K ou K satisfaitl’equation de Riccati algebrique
 K = A′(K − KB(B ′KB + R)−1B ′K )A + Q. (1)
 La politique optimale sur horizon infini sera alors stationnaire:
 µ∗(x) = Lx
 ouL = −(B ′KB + R)−1B ′KA.
 On peut prouver que cela est vrai sous les conditions qui suivent.D’abord quelques definitions.
 Decomposons Q = C ′C ou C est r × n si r = rang(Q).
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(Definition 4.1.1 DPOC) La paire (A,B) est dite controlable si lamatrice n × nm
 (B,AB,A2B, . . . ,An−1B)
 est de rang n. La paire (A,C ) est dite observable si la matricenm × n
 CCA
 ...CAn−1
 = (C ′,A′C ′, . . . , (An−1)′C ′)′
 est de rang n. En d’autres termes (A′,C ′) est controlable.
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Controlabilite
 La controlabilite implique qu’en l’absence de bruit (si wk = 0), apartir de n’importe quelle position initiale, on peut ramener lesysteme a 0 en n etapes par un choix approprie de u0, . . . , un−1:
 xn = Anx0 + (B,AB, . . . ,An−1B)
 un−1...u0
 ,
 et donc
 xn − Anx0 = (B,AB, . . . ,An−1B)
 un−1...u0
 .
 Le caractere controlable garantit l’existence d’une solution ausysteme ainsi construit (on peut isoler une sous-matrice n × ninversible).
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Observabilite
 L’observabilite implique qu’en observant Cx0, . . . ,Cxn−1, on peut endeduire l’etat initial x0 du systeme xk+1 = Axk , car
 Cx0...
 Cxn−1
 =
 CCA
 ...CAn−1
 x0.
 L’observabilite est equivalente a la propriete qu’en l’absence decontrole, xk → 0 si Cxk → 0.
 Cela implique aussi que si x ′kQxk → 0, alors xk → 0, commeQ = CC ′.
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En l’absence de bruit, on a
 xk = (A + BL)xk−1 = (A + BL)kx0. (2)
 Ce systeme en boucle fermee est dit stable si et seulement si xk → 0lorsque k →∞, i.e., si et seulement si toutes les valeurs propres dela matrice A + BL (qui sont en general des nombres complexes) sontstrictement a l’interieur du cercle unite.
 Proposition. Si (A,B) est controlable et (A,C ) est observable,alors
 limk→−∞
 Kk = K
 ou K est une matrice definie positive qui est l’unique solution de (1)dans l’espace des matrices definies semi-positives, et le systeme (2)est stable.
 Preuve: Voir DPOC, Proposition 4.4.1.
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Matrices aleatoires.
 Supposons que les matrices Ak et Bk ne sont plus constantes, maisaleatoires. La politique optimale est encore de la forme
 µ∗k(xk) = Lkxk ,
 si on prend soin de remplacer les formes quadratiques A′kKk+1Ak ,A′kKk+1Bk , etc., par leurs esperances conditionnellesE[A′kKk+1Ak | Kk+1], E[A′kKk+1Bk | Kk+1], etc., dans lesexpressions pour Kk et Lk .
 Par ailleurs, dans le cas stationnaire, le systeme est stable seulementsi la mesure d’incertitude
 T = E[A2]E[B2]− (E[A]E[B])2
 n’est pas trop grande. Si T depasse un certain seuil (tropd’incertitude), Kk diverge lorsque k → −∞ et l’optimisation surhorizon infini n’a plus de sens.
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Modele d’inventaire
 xk = Niveau d’inventaire au debut du mois k ,avant de commander (entier ou reel);
 uk = Quantite commandee au debut du mois k ;yk = xk + uk = Niveau d’inventaire apres avoir commande;wk = Demande durant le mois k (sont indep.);K + cu = Cout d’une commande de taille u;r(xk+1) = Cout d’inventaire paye a la fin du mois k ;
 L’algorithme de la PD vu au chapitre 1 devient tres couteux lorsquele nombre de valeurs de xk possibles est tres grand.
 Hypothese: Supposons que K = 0 et que r est une fonctioncontinue, convexe et telle que
 limx→∞
 r(x) = limx→−∞
 (cx + r(x)) =∞.
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Exemple: r(x) = p max(0,−x) + hmax(0, x) ou p > c et h > 0.
 On suppose que les inventaires negatifs sont permis:
 xk+1 = xk + uk − wk = yk − wk .
 On n’a pas a tenir compte des revenus de vente. On a alors
 JN(xN) = 0;Jk(xk) = cout espere total optimal pour les mois k a N
 = minuk≥0 (cuk + E[r(xk + uk − wk) + Jk+1(xk + uk − wk)])= minyk≥xk (cyk + E[r(yk − wk) + Jk+1(yk − wk)])− cxk= minyk≥xk Gk(yk)− cxk
 ouGk(y) = cy + E[r(y − wk) + Jk+1(y − wk)]
 est le cout espere pour k a N si xk = 0 et on commande y .
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La proposition qui suit montre que la politique optimale est detoujours ramener le niveau d’inventaire a la valeur Sk qui minimiseGk si on est en dessous et de ne rien commander si on est audessus.
 Il suffit donc de trouver le min pour le cas ou xk = 0.
 Proposition. Pour chaque k < N, Gk et Jk sont des fonctionsconvexes telles que Gk(y)→∞ et Jk(y)→∞ lorsque y → ±∞.La politique optimale est definie par
 µ∗k(x) = max(0,Sk − x)
 ou Sk est la valeur de y qui minimise Gk(y).
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Preuve. Par induction arriere sur k .Pour k = N − 1, GN−1(y) = cy + E[r(y − wN−1)] est convexe car rest convexe, et GN−1(y)→∞ quand |y | → ∞ en supposant que laloi de wN−1 est “raisonnable”. (Pour etre rigoureux, il faudraitajouter des hypotheses sur cette loi et divers details techniques.Bertsekas suppose que les wk prennent leurs valeurs dans unintervalle borne, mais on peut etre moins restrictif.)
 Il y a donc une valeur finie et unique de y qui minimise GN−1(y).Appelons-la SN−1. Si SN−1 ≥ xN−1, cette valeur est la valeuroptimale de yN−1, i.e., la valeur optimale de uN−1 est SN−1 − xN−1.On aura JN−1(xN−1) = (SN−1 − xN−1)c + GN−1(SN−1).
 Si SN−1 < xN−1, on est bloque par la contrainteyN−1 ≥ xN−1 > SN−1. On prendra yN−1 = xN−1, i.e., uN−1 = 0.Cela donne µ∗N−1(x) = max(0,SN−1 − x).
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Il reste a montrer les proprietes de JN−1. On a
 JN−1(x) =
 {(SN−1 − x)c + E[r(SN−1 − wN−1)] if x < SN−1,
 E[r(x − wN−1)] if x ≥ SN−1,
 qui est continue, convexe, et tend vers l’infini lorsque |x | → ∞,grace aux proprietes de r .
 Si on suppose que les proprietes tiennent pour k + 1, on peutmontrer par les memes arguments et en utilisant aussi l’hypotheseque Jk+1 est convexe, que cela implique qu’elles tiennent pour k. �
 Exercice: completez les details de la preuve pour passer de k + 1 a k .
 Fabian Bastin Programmation dynamique

Page 32
                        

- cy
 - cy
 y
 H(y)
 cy + H(y)
 S N - 1
 c SN - 1
 JN - 1(xN - 1)
 xN - 1S N - 1
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Cout fixe positif.
 Supposons maintenant qu’il y a un cout fixe K > 0 pourcommander. On definit Gk de la meme facon:Gk(y) = cout espere pour k a N si xk = 0, on a deja paye le coutfixe, et on commande y . On a
 Jk(xk) = min
 [Gk(xk), min
 uk≥0(K + Gk(xk + uk))
 ]− cxk
 = min
 [Gk(xk), min
 yk≥xk(K + Gk(yk))
 ]− cxk .
 Cette fonction Jk n’est pas convexe. Et Gk n’est pas necessairementconvexe non plus. Mais on peut prouver la forme de la politiqueoptimale en utilisant une notion plus generale de convexite.
 Ce genre de technique peut etre utile en general pour determiner etprouver la forme de la politique optimale dans le cas ou il y a descouts fixes pour les transactions.
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K -convexite
 Definition. (4.2.1, DPOC) Une fonction g : R→ R estK -convexe, pour K ≥ 0, si
 K + g(z + y) ≥ g(y) + z
 (g(y)− g(y − b)
 b
 ), ∀ z ≥ 0, b > 0, y .
 Ci-dessous, g (en rouge) est K -convexe pour K = 1, mais pas pourK < 1.
 X0 1 2 3 4 5
 0
 K = 1
 2
 3
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Une consequence importante est qu’une fonction g : R→ R estK -convexe, pour K ≥ 0, si
 K + g(y + b2)− g(y)
 b2≥ g(y)− g(y − b1)
 b1∀y , ∀b1 > 0,∀b2 > 0.
 Lemme 4.2.1 (page 167).(a) Si g est convexe, alors g est K -convexe pour tout K ≥ 0.(b) Si g1 est K -convexe et g2 L-convexe, alors
 αg1 + βg2 est (αK + βL)-convexe.(c) Si g est K -convexe et W une v.a. aleatoire, alors
 h(y) = E[|g(y −W )|] est K -convexe si h(y) <∞ pour tout y .(d) Si g est continue et K -convexe et si limy→±∞ g(y) =∞, alors
 il existe deux constantes s ≤ S telles que:(i) g(y) ≥ g(S) pour tout y ;(ii) g(y) > g(s) = g(S) + K pour y < s;(iii) g(y) est decroissante pour y < s;(iv) g(y) ≤ g(z) + K si s ≤ y ≤ z .
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X0 1 2 3 4 5s S
 0
 1
 2
 3
 4
 G(S)
 K + G(S)
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Proposition. Pour chaque k < N, Gk et Jk sont des fonctionscontinues et K -convexes telles que Gk(y)→∞ et Jk(y)→∞lorsque y → ±∞. La politique optimale est une politique de type(s, S) non stationnaire, definie par
 µ∗k(xk) =
 {Sk − xk si xk < sk ;
 0 si xk ≥ sk ;
 ou Sk est la valeur de y qui minimise Gk(y) et sk est la plus petitevaleur de y telle que Gk(y) = K + Gk(Sk).
 Interet du resultat: simplifie beaucoup les calculs!
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Preuve du lemme. (a), (b), (c) decoulent directement de ladefinition. Prouvons (d).
 (i): Puisque g(y)→∞ lorsque |y | → ∞, g possede un miminum.Soit S un endroit ou il est atteint.
 (ii): Soit s ≤ S le plus petit y tel que g(y) = g(S) + K .Pour y < s, on a par la K -convexite
 K + g(S)− g(s)
 S − s≥ g(s)− g(y)
 s − y.
 Puisque K + g(S)− g(s) = 0, cela donne g(y) ≥ g(s) = K + g(S).Mais par definition de s, on a g(y) > g(S) + K = g(s).
 (iii) Pour y1 < y2 < s, on a de (i) et la K -convexite
 0 >K + g(S)− g(y2)
 S − y2≥ g(y2)− g(y1)
 y2 − y1
 et donc g(y1) > g(y2).
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(iv) On veut montrer que K + g(z) ≥ g(y) si s ≤ y ≤ z .Si y = s ou y = z , facile a verifier.Si y > S , alors par la K -convexite,
 K + g(z)− g(y)
 z − y≥ g(y)− g(S)
 y − S≥ 0.
 Si s < y < S , alors
 g(s)− g(y)
 S − y=
 K + g(S)− g(y)
 S − y≥ g(y)− g(s)
 y − s
 qui implique
 (g(s)− g(y))(y − s) ≥ (g(y)− g(s))(S − y)
 et donc(g(s)− g(y))(S − s) ≥ 0.
 AinsiK + g(z) ≥ K + g(S) = g(s) ≥ g(y).
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Plan de preuve de la proposition. Par induction sur k , commed’habitude.Pour k = N − 1, GN−1 est convexe, et donc K -convexe. On a
 JN−1(x) = min
 [GN−1(x), min
 y≥x(K + GN−1(y))
 ]− cx
 =
 {K + GN−1(SN−1)− cx si x < sN−1,
 GN−1(x)− cx si x ≥ sN−1.
 La politique µ∗N−1 qui fait atteindre le min a la forme voulue.
 Pour montrer que JN−1 est K -convexe, on considere 3 cas:(1) y ≥ sN−1, (2) y < y + b2 ≤ sN−1, et (3) y < sN−1 < y + b2.Dans chaque cas, on montre que la definition de K -convexite tient.On montre facilement que GN−1 est continue, car r l’est, et des lorsJN−1 est continue. GN−1(y)→∞ et JN−1(y)→∞ lorsquey → ±∞ de la meme facon que pour le cas ou K = 0. On a donc leresultat pour k = N − 1.
 On montre ensuite que si on suppose le resultat vrai pour k + 1,cela implique qu’il tient aussi pour k. �
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Un modele de gestion de portefeuille.
 x0 = capital initial a investir;xk = capital de l’investisseur au debut de la periode k ;n types d’actifs risques et un type d’actif sans risque;sk = taux de rendement sans risque pour la periode k ;ek = (ek,1, . . . , ek,n) = taux de rendement des n actifs risques pourla periode k . Ce sont des vecteurs aleatoires independants, dont laloi est telle que les esperances que nous allons considerer sont finies;uk = (uk,1, . . . , uk,n) = montants investis dans les differents actifsrisques a la periode k;
 Le capital evolue selon:
 xk+1 =n∑
 i=1
 ek,iuk,i + sk(xk − uk,1 − · · · − uk,n)
 = skxk +n∑
 i=1
 (ek,i − sk)uk,i .
 Fabian Bastin Programmation dynamique

Page 42
                        

L’investisseur a une fonction d’utilite U, et veut maximiserE[U(xN)], l’esperance de l’utilite de son capital final.
 Hypotheses: On suppose que U est concave et appartient a C 2, i.e.est deux fois continument differentiable. continue, queE[U(xN)] <∞, et que U satisfait:
 −U ′(x)/U ′′(x) = a + bx .
 Par exemple, les fonctions suivantes satisfont ces conditions:
 U(x) = 1− e−x/a, U(x) = ln(x + a).
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Les equations de la PD:
 JN(xN) = U(xN),
 Jk(xk) = maxπ
 E[U(xN) | xk ]
 = maxuk,1,...,uk,n
 E
 [Jk+1
 (skxk +
 n∑i=1
 (ek,i − sk)uk,i
 )].(3)
 Proposition. Pour 0 ≤ k < N, on a
 µ∗k(xk) =
 (a
 sN−1 · · · sk+1+ bskxk
 )αk
 ou αk = (αk,1, . . . , αk,n) depend de la loi de probabilite de ek maispas de xk . (On peut determiner αk via (3).) De plus, Jk satisfait
 −J ′k(x)
 J ′′k (x)=
 a
 sN−1 · · · sk+ bx .
 Fabian Bastin Programmation dynamique

Page 44
                        

Preuve. (Pas completement rigoureuse, comme dans DPOC.)On suppose que la politique optimale existe et est differentiable enxk (vrai si U et les lois des ek sont suffisamment regulieres).Supposons qu’un portfolio optimal existe et est de la forme
 µ∗k(x) = αk(x)
 (a
 sN−1 · · · sk+1+ bskx
 ),
 ou les αk(x) = (αk,1(x), . . . , αk,n(x)) sont des vecteurs de fonctionsdifferentiables.
 En particulier,
 µ∗N−1(x) = αN−1(x)(a + bsN−1x).
 On va montrer que dαk,i (x)/dx = 0, ce qui impliquera que αk,i (x)est constante en x .
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La preuve se fait par induction arriere sur k.Prenons k = N − 1, xN−1 = x et sN−1 = s.Puisque µ∗N−1(x) est le portefeuille optimal, on a
 0 =dE[U(xN)]
 duN−1,i
 ∣∣∣∣uN−1=µ∗N−1(x)
 =d
 duN−1,iE
 Usx +
 n∑j=1
 (eN−1,j − s)uN−1,j
 = E
 (eN−1,i − s)U ′
 sx +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,j(x)(a + bsx)
 en supposant que l’on peut echanger la derivee et l’esperance (letheoreme de convergence dominee de Lebesgue donne desconditions suffisantes pour cela).
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En derivant la derniere equation par rapport a x , et en supposantencore que l’on peut passer la derivee a l’interieur de E, on obtient
 0 = E
 (eN−1,i − s)U ′′(xN)
 s +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)
 (αN−1,j(x)bs
 +dαN−1,j
 dx(x)(a + bsx)
 ))]
 = E
 U ′′(xN)(a + bsx)n∑
 j=1
 (eN−1,i − s)(eN−1,j − s)dαN−1,j(x)
 dx
 (4)
 +E
 U ′′(xN)(eN−1,i − s)s
 1 +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,j(x)b
 . (5)
 Mais on sait que
 − U ′(xN)
 U ′′(xN)= a + bxN = a + b
 sx +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,j(x)(a + bsx)
 = (a + bsx)
 1 +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,j(x)b
 . (6)Fabian Bastin Programmation dynamique
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Si on isole U ′′(xN) dans cette expression et on remplace dans lesecond membre de (5), on obtient
 −E[U ′(xN)(eN−1,i − s)]s/(a + bsx),
 et on a vu plus haut que cette esperance vaut 0.On obtient ainsi, pour i = 1, . . . , n,
 E
 (a + bsx)U ′′(xN)n∑
 j=1
 (eN−1,i − s)(eN−1,j − s)dαN−1,j(x)
 dx
 = 0.
 ce systeme de n equations s’ecrit sous forme matricielle:
 (a + bsx)M∇xαN−1(x) = 0,
 ou ∇xαN−1(x) est un vecteur dont l’element j est dαN−1,j(x)/dx ,et M est une matrice n × n dont l’element (i , j) estE[U ′′(xN)(eN−1,i − s)(eN−1,j − s)].
 Si on suppose que M est inversible (ce qui est vrai sauf dans lescas degeneres), on obtient que dαN−1,j(x)/dx = 0 pour tout j .
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Montrons maintenant que
 −J ′N−1(x)
 J ′′N−1(x)=
 a
 s+ bx . (7)
 Notant J(x) = JN−1(x) = E[U(xN)], On a
 J(x) = E
 U1 +
 n∑j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,jb
 sx +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,ja
 .On derive 2 fois par rapport a x pour obtenir J ′(x) et J ′′(x):
 J ′(x) = E
 U ′(xN)
 1 +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,jb
 s
 J ′′(x) = E
 U ′′(xN)
 1 +n∑
 j=1
 (eN−1,j − s)αN−1,jb
 2
 s2
 .Fabian Bastin Programmation dynamique
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Puis, si on exprime U ′′(x) en fonction de U ′(x) via (6) et si onremplace dans J ′′(x), puis on divise l’expression de J ′(x) par cetteexpression de J ′′(x), on obtient (7).
 Induction: on suppose le resultat vrai pour k + 1, et on montre quecela implique qu’il est vrai pour k . Les details sont semblables aucas k = N − 1. �
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Remarque: La politique optimale a l’etape k est la meme que sic’etait la derniere etape et que la fonction d’utilite etait Jk+1. Cettefonction Jk+1 a exactement la meme forme que la fonction d’utilite,avec a remplace par a par a/(sN−1 · · · sk) dans l’expression qui ladefinit. La politique optimale aura donc la meme forme que si onetait a la derniere etape, avec a remplace par a/(sN−1 · · · sk).
 Si a = 0, ou si sk = 1 pour tout k , alors la politique optimale est lameme a toutes les etapes, et ne tient compte que de l’etapecourante. On agit toujours comme si on etait a l’etape N − 1. Celas’appelle une politique myope.
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Si a 6= 0, cela equivaut a dire que sous les hypotheses de ce modele,on peut optimiser a l’etape k en faisant l’hypothese qu’a partir de laprochaine etape tout notre argent sera investi sans risque. En effet,a la derniere etape, aucune decision d’investissement dans des actifsrisques n’etait prise.
 Cela revient a maximiser, par rapport a uk = (uk,1, . . . , uk,n),
 E
 [U
 (sk+1 · · · sN−1
 (skxk +
 n∑i=1
 (ek,i − sk)uk,i
 ))].
 Il s’agit d’une politique partiellement myope.
 Si sk > 1 et k → −∞, on retrouve une strategie myope.
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Temps d’arret optimal
 Supposons qu’a chaque etape k , on doit decider si on arrete lesysteme (et on encaisse un revenu ou un cout) ou si on continue.L’espace d’etats Xk peut etre partitionne en deux: les etats ou il estoptimal de s’arreter et ceux ou il est optimal de continuer.
 Exemple: vente d’un actif.Durant chaque periode k , 0 ≤ k ≤ N − 1, on recoit une offre wk
 que l’on peut accepter a la fin de la periode (au temps k + 1) siaucune offre n’a encore ete acceptee.On suppose que les wk sont des v.a. independantes, etindependantes de nos decisions (pas necessairement i.i.d.).On pose uk = 1 si on vend a l’etape k , uk = 0 sinon.
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L’etat du systeme a l’etape k + 1 sera
 xk+1 =
 {wk si u0 = · · · = uk = 0;
 ∆ sinon;
 ou ∆ est l’etat dans lequel on a deja vendu.On pose x0 = u0 = 0.Les decisions admissibles pour k ≥ 1 sont uk = 0 si xk = ∆, uN = 1si xN 6= ∆, et uk ∈ {0, 1} sinon.Si uk = 1, on recoit xk = wk−1 au temps k , que l’on place au tauxd’interet r pour les N − k periodes restantes. Le revenu a l’etape k,actualise au temps N, est donc
 gk(xk , uk ,wk) =
 {(1 + r)N−kxk si uk = 1;
 0 sinon.
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Soit Jk(xk) le revenu espere optimal a partir du temps k jusqu’a lafin, actualise au temps N, si on est dans l’etat xk . On obtient:
 Jk(xk) =
 0 si xk = ∆;
 xN si k = N et xN 6= ∆;
 max((1 + r)N−kxk , E[Jk+1(wk)]) si k < N et xk 6= ∆.
 La decision optimale, lorsqu’on a encore le choix, est de vendre(accepter l’offre xk = wk−1) si et seulement si
 xk ≥ αkdef=
 E[Jk+1(wk)]
 (1 + r)N−k.
 La politique optimale est determinee par ces seuils α1, . . . , αN−1.
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On pose αN = 0. Pour xk 6= ∆, le revenu total espere actualise autemps k est
 Vk(xk) = Jk(xk)/(1 + r)N−k
 =
 {xN si k = N;
 max(xk , E[Vk+1(wk)]/(1 + r)) si k < N
 = max(xk , αk).
 On a
 αk = E[Jk+1(wk)]/(1 + r)N−k = E[Vk+1(wk)]/(1 + r);
 (1 + r)αk = E[Vk+1(xk+1)]
 = E[max(xk+1, αk+1)]
 = E[max(wk , αk+1)]
 = E[wkI[wk > αk+1]] + E[αk+1I[wk ≤ αk+1]]
 = E[wkI[wk > αk+1]] + αk+1P[wk ≤ αk+1], (8)
 ce qui nous permet de calculer les αk par recurrence.On a αN = 0, αN−1 = E[wN−1]/(1 + r), etc.
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Peut-on caracteriser davantage cette politique? Intuitivement,moins il reste de temps, moins on devrait etre exigeant, car il nousreste moins d’opportunites; donc αk devrait diminuer avec k.
 Proposition. Si les wk sont i.i.d., alors αk ≥ αk+1 pour tout k .
 0 1 2 N - 1 N k
 ACCEPT
 REJECT
 a 1
 a N - 1
 a 2
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Proposition. Si les wk sont i.i.d., alors αk ≥ αk+1 pour tout k .
 Preuve. On note par w une v.a. qui a la meme loi que les wk .Il suffit de montrer que Vk(x) ≥ Vk+1(x) pour x ≥ 0 et1 ≤ k ≤ N − 1.Cela se fait aisement par induction sur k.Pour k = N − 1, on a VN−1(x) ≥ x = VN(x).Si on suppose que Vk+1(x) ≥ Vk+2(x) pour tout x , alors
 Vk(x) = max(x , E[Vk+1(w)]/(1 + r))
 ≥ max(x , E[Vk+2(w)]/(1 + r))
 = Vk+1(x).
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Que se passe-t-il lorsque N →∞?Ou de facon equivalente, lorsque k → −∞?Si on peut borner la suite des αk , cela montrera que cette suiteconverge lorsque k → −∞. Par (8),
 (1 + r)αk ≤ E[w ] + αk+1.
 D’ou l’on tire
 αk ≤ E[w ] + αk+1
 1 + r
 ≤ E[w ]
 1 + r+
 E[w ] + αk+2
 (1 + r)2
 ≤ · · ·
 ≤ E[w ]∞∑i=1
 1
 (1 + r)i
 = E[w ]1 + r
 r< ∞.
 en supposant r > 0.Fabian Bastin Programmation dynamique
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Ainsi, lorsque k → −∞, αk → α pour une constante α qui satisfait
 (1 + r)α = E[max(w , α)]
 = E[wI[w > α]] + αP[w ≤ α].
 Lorsque l’horizon tend vers l’infini, la politique optimale est unepolitique stationnaire determinee par le seuil α.
 Dans ce modele, r > 0 fait qu’il devient plus attrayant de vendreplus tot, a prix egal. Et si on avait r = 0 pour le modele sur horizoninfini? Dans ce cas, a moins que l’on atteigne la valeur maximaleque w peut prendre (ce qui est impossible pour plusieurs lois deprob.), on attendra toujours indefiniment...
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Achat avant une date limite.
 Au lieu de vendre un actif, on veut (ou on doit) l’acheter au plustard au debut de la periode N. L’etat xk a l’etape k est ∆ si on adeja achete, et xk = wk−1 si on n’a pas encore achete, ou wk−1 estle prix du marche pour le produit dont on a besoin, au debut de laperiode k .Ici on minimise au lieu de maximiser.
 Le cout espere total optimal a partir du temps k , actualise au tempsk , si on est dans l’etat xk 6= ∆, est
 Vk(xk) =
 {xN si k = N;
 min(xk , E[Vk+1(wk)]/(1 + r)) si k < N
 = min(xk , αk)
 ou αN =∞, αN−1 = E[wN−1]/(1 + r), etc.
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On a
 (1 + r)αk = E[Vk+1(wk)] (9)
 = E[min(wk , αk+1)]
 = E[wkI[wk ≤ αk+1]] + αk+1P[wk > αk+1], (10)
 ce qui nous permet de calculer les αk par recurrence.La politique optimale est ainsi determinee par des seuils αk commepour le probleme du vendeur: on achete si et seulement si xk ≤ αk .On peut montrer, de la meme facon:
 Proposition. Si les wk sont i.i.d., alors αk ≤ αk+1 pour tout k.
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Prix correles.
 On peut generaliser le modele au cas ou les wk sont dependants.Supposons, par exemple, que x0 = 0 et
 xk+1 = wk = λxk + ξk , 0 ≤ k ≤ N − 1,
 ou λ ∈ [0, 1) est une constante et les ξk sont des v.a. i.i.d. a valeurdans [0,∞), avec ξ = E[ξk ] > 0. Pour simplifier, supposons quer = 0. On a alors, pour le probleme de l’acheteur,
 Jk(xk) =
 {xN si k = N et xN 6= ∆;
 min(xk , E[Jk+1(λxk + ξk)]) si k < N et xk 6= ∆.
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Proposition. Pour k ≤ N − 1, Jk(x) est croissante et concave en xet on a Jk(x) ≤ Jk+1(x) pour tout x . La decision optimale a l’etapek est d’acheter si xk ≤ αk et d’attendre sinon, ou αk est l’uniquevaleur positive qui satisfait
 αk = E[Jk+1(λαk + ξk)].
 De plus, on a αk ≤ αk+1.
 Preuve. Par induction sur k .Pour k = N − 1, on a
 JN−1(x) = min(x , λx + ξ) ≤ x = JN(x)
 et le resultat tient avec αN−1 = λαN−1 + ξ, i.e., αN−1 = ξ/(1− λ).
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Supposons que le resultat tient pour k + 1 et montrons qu’il tientalors aussi pour k. On a
 Jk(x) = min(x , E[Jk+1(λx + ξk)])
 = min(x , E[Jk+1(λx + ξk+1)])
 ≤ min(x , E[Jk+2(λx + ξk+1)]) = Jk+1(x)
 et Jk(x) est croissante et concave en x car Jk+1(x) l’est.Par ailleurs, pour x = 0, E[Jk+1(ξk)] > 0, ce qui implique queJk(x) = x pour x proche de 0. De plus,
 Jk(x) = ϕ(x)def= E[Jk+1(λx + ξk)] pour x ≥ αk+1, car
 αk+1 = E[Jk+2(λαk+1 + ξk+1)] ≥ E[Jk+1(λαk+1 + ξk)].
 Puisque Jk(x) est concave, cela implique aussi que ϕ′(αk+1) < 1 etque la fonction ϕ(x) doit avoir une pente strictement < 1 lorsqu’ellecroise f (x) = x . La valeur de x ou le croisement se produit est doncunique et doit se trouver dans l’intervalle (0, αk+1). C’est x = αk .Cela complete la preuve. �
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Option de type americaine pour une action dont leprix suit une marche aleatoire.
 (Ross, ”Introduction to Stochastic Dynamic Programming”, 1983,Section 1.3.)
 On suppose que le prix de l’action de la firme ABC est xk au jour k ,et evolue selon une marche aleatoire:
 xk+1 = xk + wk = x0 +k∑
 i=0
 wi
 ou les wi sont des v.a. i.i.d. de moyenne µ.On a une option d’achat pour une action au prix fixe K .On peut l’exercer a l’un des N premiers jours.Si on l’exerce au jour k, notre profit est max(0, xk − K ).On veut maximiser notre profit espere.
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Soit Jk(xk) le profit espere optimal si le prix est xk au jour k et quel’on n’a pas encore exerce l’option. On a
 Jk(xk) =
 {max(0, xN − K ) si k = N;
 max(xk − K , E[Jk+1(xk + wk)]) si k < N.
 Proposition. Jk(x) est continue et croissante en x et decroissanteen k, tandis que Jk(x)− x est decroissante en x .La politique optimale consiste a exercer l’option au jour k si etseulement si xk ≥ αk , ou αk est la plus petite valeur qui satisfaitJk(αk) = αk − K . De plus, αk+1 ≤ αk pour k < N.
 Preuve. On montre la premiere partie par induction sur k .
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JN(x) = max(0, x − K ) est continue et croissante en x , etJN(x)− x = max(−x ,−K ) est decroissante en x .
 De plus,
 JN−1(x) = max(x − K , E[JN(x + wN−1)])
 ≥ max(x − K , 0, E[x + wN−1 − K ]) ≥ JN(x).
 Si on suppose que Jk+1 a les proprietes desirees, pour k < N,
 Jk(x) = max(x − K , E[Jk+1(x + wk)])
 est continue et croissante en x car Jk+1 l’est,
 Jk(x) ≥ max(x − K , E[Jk+2(x + wk)]) = Jk+1(x),
 et
 Jk(x)− x = max(−K , E[Jk+1(x + wk)− (x + wk)] + E[wk ])
 est decroissante en x grace a l’hypothese sur Jk+1.Fabian Bastin Programmation dynamique
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Il est optimal d’exercer l’option a l’etape k si et seulement siJk(xk) = xk − K . Posons
 αk = inf{x : Jk(x)− x = −K}.
 (αk =∞ si Jk(x)− x n’atteint jamais −K .)Pour x ≥ αk , on a Jk(x)− x ≤ Jk(αk)− αk = −K et il est doncoptimal d’exercer. La politique optimale a donc la forme specifiee.
 Le fait que αk+1 ≤ αk decoule du fait que Jk+1(x) ≤ Jk(x).Supposons en effet par l’absurde que αk+1 > αk . CommeJk+1(αk) ≥ αk − K , nous avons a present (par definition de αk etαk+1) Jk+1(αk) > αk − K = Jk(αk). �
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La regle nous donne des seuils, mais pas de regle precise de calcul.Regardons par exemple l’etape N − 1. Nous exercons si
 xN−1 − K > Ew [JN(xN−1 − K + w)]
 = Ew[max{0, xN−1 − K + w}]= Ew[(xN−1 − K + w)I[xN−1 − K + w > 0]]
 = (xN−1 − K )P[xN−1 − K + w > 0]+
 Ew[wI[xN−1 − K + w > 0]],
 et donc si
 (xN−1 − K )P[w ≤ xN−1 − K ] > Ew[wI[w > xN−1 − K ]].
 Notez que l’indicatrice a pour effet de ”gommer” les valeursnegatives de w .
 Fabian Bastin Programmation dynamique

Page 70
                        

L’exemple n’a de sens que si µ < 0. Comme aucun facteurd’actualisation n’est present ici, seul l’evolution directe de ximporte. Si µ ≥ 0, Ew[xk+1] ≥ Ew[xk ], et il est preferabled’attendre. Si µ < 0, meme si en moyenne, la valeur de l’optionbaisse, les variations aleatoires peuvent conduire a une valeur eleveede l’option en certaines periode. La strategie d’exercice se base surcette observation.
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Ensemble d’arret absorbant et regle du “un coup al’avance”
 On considere un modele stationnaire general ou en plus (ou al’interieur) de la decision uk a l’etape k , on peut arreter le systemeet payer un cout terminal t(xk) fonction de l’etat xk , ou biencontinuer. Si on se rend a l’etape N, on doit payer t(xN). On aJN(xN) = t(xN) et
 Jk(xk) = min
 (t(xk), min
 u∈U(xk )Ewk
 [g(xk , u,wk) + Jk+1(f (xk , u,wk))]
 ),
 pour k < N, et il est optimal de s’arreter au temps k si et seulementsi xk est dans
 Tk =
 {x : t(x) ≤ min
 u∈U(x)E [g(x , u,w) + Jk+1(f (x , u,w))]
 }.
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On voit que JN−1(x) ≤ JN(x) et on montre facilement par inductionque Jk(x) ≤ Jk+1(x), pour tout x et k < N. Il en decoule queTk ⊆ Tk+1 pour 0 ≤ k < N.
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Proposition. Si l’ensemble TN−1 est absorbant tant que l’on nes’arrete pas, i.e., {x ∈ TN−1} ⇒ {f (x , u,w) ∈ TN−1}, alorsTk = TN−1 pour tout k < N.
 Preuve. Si xN−2 = x ∈ TN−1, alors xN−1 = f (x , u,w) ∈ TN−1, desorte que JN−1(xN−1) = t(xN−1), et donc
 t(x) ≤ minu∈U(x)
 E [g(x , u,w) + JN(f (x , u,w))]
 = minu∈U(x)
 E [g(x , u,w) + t(f (x , u,w))]
 = minu∈U(x)
 E [g(x , u,w) + JN−1(f (x , u,w))] ,
 ce qui veut dire que x ∈ TN−2. On a donc TN−1 ⊆ TN−2, et doncTN−2 = TN−1. On montre de la meme maniere que Tk = TN−1
 pour tout k . (Ou encore, par induction sur k .) �
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Ainsi, si TN−1 est absorbant, la politique optimale a chaque etapeest de s’arreter si et seulement s’il est preferable de s’arretermaintenant plutot que de continuer et de s’arreter obligatoirement ala prochaine etape. Autrement dit, il suffit de regarder un coup al’avance (“one-step look ahead policy”).
 Cette proposition s’applique dans les deux exemples qui suivent.
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Exemple: Probleme du vendeur avec retention des offres.
 Revenons au probleme de vente d’un actif. On suppose maintenantque les offres qui ne sont pas acceptees immediatement ne sont pasrejetees, elles peuvent etre acceptees plus tard.L’etat xk indique l’offre courante et on a
 xk+1 = max(xk ,wk).
 Question: Que fera-t-on si r = 0?Les recurrences pour Vk deviennent
 VN(xN) = xN ,
 Vk(xk) = max(xk , E[Vk+1(max(xk ,wk))]/(1 + r)), k < N.
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L’ensemble d’arret optimal a l’etape N − 1 est
 TN−1 = {x : x ≥ E[max(x ,w)]/(1 + r)} = {x : x ≥ α},
 ou α est la solution de
 (1 + r)α = E[max(α,w)] = αP[w ≤ α] + E[wI[w > α]]
 si la solution existe, α =∞ sinon.Cet ensemble TN−1 est absorbant, car xk ne peut jamais diminuerlorsque k augmente. On a donc Tk = TN−1 pour tout k , i.e., onaccepte la premiere offre qui atteint α.
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Exemple: Un voleur qui sait calculer.
 a chaque periode k (e.g., chaque nuit), un voleur peut tenter unnouveau vol ou prendre sa retraite avec son profit deja accumule, xk .S’il tente un vol, avec probabilite p il se fait prendre et perd tout, etavec probabilite 1− p il fait un gain wk (aleatoire).Apres N periodes, il doit necessairement se retirer avec son profitxN , s’il ne l’a pas fait avant et s’il n’a pas ete pris.Il veut maximiser son profit espere total, E[xN ].Les equations de la PD:
 JN(xN) = xN ,
 Jk(xk) = max (xk , (1− p)E[Jk+1(xk + wk)]) , k < N.
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On a ici
 TN−1 = {x : x ≥ (1− p)(x + E[w ])} ∪ {∆}= {x : x ≥ E[w ](1− p)/p} ∪ {∆}
 ou ∆ est l’etat d’arrestation. Cet ensemble est absorbant au sens dela proposition. La politique optimale est donc de se retirer des quele profit accumule xk atteint α = E[w ](1− p)/p, peu importe lavaleur de k .
 Ce modele s’applique aussi a d’autres types de situations.
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Problemes d’ordonnancement et argumentd’echange de voisins.
 On a un ensemble de N taches a accomplir et on doit les ordonner.Par exemple, N pieces a fabriquer dans un atelier, ou N voitures areparer, ou N dossiers a etudier, ou N articles a arbitrer, etc. Onveut minimiser un critere de performance qui s’exprime commel’esperance de la somme des couts pour les differentes taches.
 Algorithme de PD standard: l’etat a l’etape k est l’ensemble destaches restantes.
 Les modeles consideres ici sont stochastiques, mais l’informationobtenue au cours des premieres etapes n’est pas utile pour ameliorerles decisions futures, de sorte que la politique optimale sera unepolitique en boucle ouverte (on peut trouver l’ordonnancementoptimal des le depart).
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L’argument d’echange de voisins dit que si
 L = {i0, i1, . . . , ik−1, i , j , ik+2, . . . , iN−1}
 est un ordonnancement optimal et
 L′ = {i0, i1, . . . , ik−1, j , i ,ik+2, . . . , iN−1}
 alors le cout espere total pour L ne doit pas depasser celui pour L′.En general, cela ne donne que des conditions necessairesd’optimalite, mais dans certains cas il devient evident que cesconditions sont aussi suffisantes.
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Exemple: Ordonnancement des questions d’un quiz.
 Il y a N questions, auxquelles on peut repondre dans l’ordre que l’onveut. On repondra correctement a la question i avec probabilite pi ,et si on le fait on gagne Ri . Des que l’on echoue a une question,c’est termine. On veut maximiser notre gain total espere.
 A noter que la politique optimale est en boucle ouverte, car une foisque l’on aura repondu aux k premieres questions, on n’aura pasdavantage d’information qu’au depart qui puisse justifier de changernotre ordonnancement des N − k questions restantes.
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Soit J(S) le revenu espere pour une suite ordonnee de questions S ,et soient L et L′ comme a la page precedente, ou L est optimal:
 L = {i0, i1, . . . , ik−1, i , j , ik+2, . . . , iN−1},L′ = {i0, i1, . . . , ik−1, j , i , ik+2, . . . , iN−1},
 J(L) = J({i0, . . . , ik−1}) + pi0 · · · pik−1(piRi + pipjRj)
 +pi0 · · · pik−1pipjJ({ik+2, . . . , iN−1});
 J(L′) = J({i0, . . . , ik−1}) + pi0 · · · pik−1(pjRj + pjpiRi )
 +pi0 · · · pik−1pjpiJ({ik+2, . . . , iN−1}).
 Puisque L est optimale, on doit avoir J(L) ≥ J(L′), i.e.,
 piRi + pipjRj ≥ pjRj + pjpiRi , i.e.,
 piRi/(1− pi ) ≥ pjRj/(1− pj).
 Il faut ordonner les taches par ordre decroissant de leur valeur depiRi/(1− pi ).
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Ordonnancement sur un processeur, avec revenuactualise.
 N taches. La tache i requiert un temps Ti aleatoire de loi connue etrapporte un revenu αtRi si on la complete au temps t, ou α < 1 estun facteur d’actualisation. Les v.a. Ti sont supposeesindependantes.
 Les valeurs des Ti des taches deja realisees n’affectent les revenusfuturs que via un facteur d’actualisation commun, donc n’affectentpas l’optimisation de l’ordonnancement des taches qui restent. Onpeut ainsi determiner l’ordonnancement optimal des le depart.
 Soient L et L′ comme dans l’exemple precedent, et soit tk l’instantou on termine la tache k − 1 et debute la suivante.
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Puisque les Ti sont independants, on a
 J(L) = J({i0, . . . , ik−1}) + E[αtk+TiRi + αtk+Ti+TjRj ]
 +E[αtk+Ti+TjJ({ik+2, . . . , iN−1})]
 = J({i0, . . . , ik−1}) + E[αtk ]E[αTiRi + αTi+TjRj ]
 +E[αtk+Ti+Tj ]J({ik+2, . . . , iN−1}).
 Tout comme dans l’exemple precedent, J(L) ≥ J(L′) implique que
 E[αTiRi + αTi+TjRj ] ≥ E[αTjRj + αTj+TiRi ], i.e.,
 RiE[αTi ] + RjE[αTi ]E[αTj ] ≥ RjE[αTj ] + RiE[αTj ]E[αTi ] i.e.,
 piRi
 1− pi≥
 pjRj
 1− pj
 ou pk = E[αTk ]. On doit ordonner les taches par ordre decroissantde leur valeur de piRi/(1− pi ), exactement comme dans l’exempleprecedent.
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Ordonnancement sur 2 processeurs en serie.
 N taches. La tache i requiert un temps ai sur la machine A, puis untemps bi sur la machine B (deterministe). On veut minimiser letemps total de traitement.
 Soit Xk l’ensemble des taches qui restent a traiter sur A et τk laquantite de travail en attente (“workload”) sur la machine B, al’instant ou l’on termine la k-ieme tache sur la machine A (etapek). L’etat a l’etape k est (Xk , τk).
 Si i est la prochaine tache sur A, on aura a l’etape k + 1:
 Xk+1 = Xk − {i}, τk+1 = max(0, τk − ai ) + bi .
 Lorsqu’on termine la derniere tache sur A, il reste un temps τNavant de tout terminer. La recurrence de la PD s’ecrit donc
 JN(φ, τN) = τN ,
 Jk(Xk , τk) = mini∈Xk
 [ai + Jk+1(Xk − {i}, max(0, τk − ai ) + bi ))]
 pour k < N.Fabian Bastin Programmation dynamique
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Soient L et L′ comme dans les exemples precedents. L’argumentd’echange des voisins i et j nous donne la condition d’optimalite
 Jk+2(Xk − {i , j}, τi ,j) ≤ Jk+2(Xk − {i , j}, τj ,i )
 ou τij et τji sont les valeurs de τk+2 pour L et L′, respectivement.Ceci implique que τij ≤ τji car Jk(Xk , τk) est croissante en τk .
 Pour L, on a
 τij = τk+2 = max(0, τk+1 − aj) + bj
 = max(0, max(0, τk − ai ) + bi − aj) + bj
 = max(0, max(ai , τk) + bi − ai − aj) + bj
 = max(−bi + ai + aj , max(ai , τk)) + bi − ai − aj + bj
 = max(τk , ai , ai + aj − bi )− ai − aj + bi + bj .
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De meme,
 τji = max(τk , aj , ai + aj − bj)− ai − aj + bi + bj .
 Des lors,
 τij ≤ τji ⇔ max(τk , ai , ai + aj − bi ) ≤ max(τk , aj , ai + aj − bj)
 Ainsi, τk ≥ max(aj , ai + aj − bj), impliqueτk ≥ max(ai , ai + aj − bi ), et on a τij = τji . Autrement dit, L et L′
 ont le meme cout.
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Si τk < max(aj , ai + aj − bj), alors on doit avoirmax(ai , ai + aj − bi ) ≤ max(aj , ai + aj − bj), et on peut montrerque ceci est equivalent a
 min(ai , bj) ≤ min(aj , bi ).
 Cela determine un ordre unique pour chaque paire (i , j), sauf s’il y aegalite ci-haut. Dans le cas ou il y a egalite, l’ordre n’a pasd’importance.
 Mis a part ces cas d’egalite, l’ordre unique pour chaque pairedetermine un ordre unique pour l’ensemble des taches.
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Intuition: Il faut eviter de laisser la machine B innocupee, car c’estla que le temps est perdu. Pour cela, on donne priorite aux tachesqui demandent tres peu de temps sur la machine A et/ou beaucoupde temps sur la machine B.
 Algorithme d’ordonnancement:T ← {1, . . . ,N}; L1← φ; L2← φ;TANTQUE T 6= φ FAIRE
 k ← arg mini∈T min(ai , bi );SI ak < bk , mettre k a la fin de L1SINON mettre k au debut de L2;
 L’ordonnancement choisi est la liste L1 suivie de la liste L2.
 Proposition. Cet algorithme retourne un ordonnancement optimal.
 Preuve: Exercice.
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PD pour evaluer une option americano-asiatique
 Le prix d’un actif evolue selon un processus stochastique{S(t), t ≥ 0} a valeurs dans [0,∞). Ce processus est observe auxinstants (fixes) 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T . Un contrat financier(option) de type americain-bermudien procure un revenu immediatgj(S(t1), . . . ,S(tj)) si on exerce l’option au temps tj , pourm∗ ≤ j ≤ n.
 En supposant que le processus evolue sous la mesure de risqueneutre et que le taux d’interet est r , la valeur du contrat au tempstj si (S(t0), . . . ,S(tj)) = (s0, . . . , sj) est vj(s0, . . . , sj), ou lesfonctions vj obeissent aux equations de recurrence:
 vj(s0, . . . , sj) =
 max(0, gn(s1, . . . , sn)) si j = n;
 max(gj(s1, . . . , sj), v
 hj (s0, . . . , sj)
 )si m∗ ≤ j < n;
 vhj (s0, . . . , sj) si j < m∗.
 avec la valeur de retention
 vhj (s0, . . . , sj) = E[e−r(tj+1−tj )vj+1(s0, . . . , sj ,S(tj+1)) | s0, . . . , sj
 ].
 La valeur du contract au temps 0 est v0(s0).Fabian Bastin Programmation dynamique
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Si g est tres simple, on peut parfois trouver une formule analytiquepour vj .
 Si vj peut s’ecrire comme une fonction de peu de variables, alors onpeut resoudre numeriquement.
 Exemple: Option de type asiatique, pour laquelle
 gj(s1, . . . , sj) = max(0, sj − K )
 pour une constante K > 0, ou sj = (s1 + · · ·+ sj)/j .
 Dans ce cas, vj ne depend que de (sj , sj) (etat a 2 dimensions):
 vj(sj , sj) =
 max(0, sn − K )) pour j = n;
 max(sj − K , vhj (sj , sj)
 )pour m∗ ≤ j < n;
 vhj (sj , sj) pour j < m∗.
 ou
 vhj (sj , sj) = e−r(tj+1−tj )E [vj+1(S(tj+1), (j sj + S(tj+1))/(j + 1)) | sj ] .
 Pour m∗ ≤ j < n, on exercera l’option ssi sj − K ≥ vhj (sj , sj).
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Quelle est la forme de la region d’exercice? Et des fonctions vhj etvj?
 Pour repondre a ces questions, il faut des hypotheses sur leprocessus S .
 Mouvement Brownien geometrique.
 S(t) = S(0)e(r−σ2/2)t+σB(t)
 ou r est le taux d’interet sans risque, σ est la volatilite, et B(·) estun mouvement Brownien standard.
 Pour t2 > t1 ≥ 0, B(t2)− B(t1) est une v.a. normale de moyenne 0et variance t2 − t1, independante des accroissements de B(·) endehors de [t1, t2].
 On peut par exemple supposer tj+1 − tj = h, ∀j , et poser ρ = e−rh.Technique. . . voir Ben-Ameur, Breton et L’Ecuyer, ManagementScience, 2002.
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