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1 Relações e Linguagens

1.1 Alfabetos

Um alfabeto é um conjunto de śımbolos finitos e não-vazio. Os
alfabetos comuns incluem:

1. Σ = {0, 1}, o alfabeto binário

2. Σ = {a, b, c, ..., z}, o conjunto de todas as letras
minúsculas

3. O conjunto de todos os caracteres ASCII

1.2 Strings

Uma string (palavra, cadeira) é uma sequência finita de
śımbolos escolhidos de algum alfabeto.Por exemplo, 01101 é uma
string do alfabeto binário Σ = {0, 1}.

• Uma string vazia é denotada por ε

• O Comprimento de uma string é denotado por |w| → |011| = 3;
|ε| = 0

• A potência de um alfabeto expressa o conjunto de todos as
strings de um certo compri-

mento, denotado por Σk.Se Σ = {0, 1}, então Σ1 = {0, 1}, Σ2 =
{00, 01, 10, 11}, Σ3 = {000, 001, ..., 111}.

• O conjunto de todas as strings sobre um alfabeto Σ é denotado
por Σ∗.Ex.:{0, 1}∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ...}; Σ∗ = Σ0 ∪
Σ1 ∪ Σ2 ∪ ...

• O conjunto de strings não-vazios do alfabeto Σ é denotado
por Σ+

Σ+ = Σ1 ∪ Σ2 ∪Σ3 ∪ ...; Σ∗ = Σ+ ∪ {ε}

• Concatenação de string : sejam as strings x e y, então xy
denota a concatenação de x ey.Ex.: Sejam x = 01101 e y = 110,
então xy = 01101110 e yx = 11001101.

1.3 Linguagens

Um conjunto de strings, todos escolhidos a partir de algum Σ∗,
onde Σ é um alfabeto espećıfico,é chamado linguagem. Se Σ é um
alfabeto e L ⊆ Σ∗, então L é uma linguagem sobre Σ.

A linguagem pode ser tratada como:

• A linguagem de todas as strings que consistem em n 0′s
seguidos por n valores 1′s paraalgum n ≥ 0 : {ε, 01, 0011, 000111,
...}

• O conjunto de strings de 0′s e 1′s com um número igual de
cada um deles : {ε, 01, 10, 1100, 0101, ...}
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• O conjunto de números binários cujo valor é um número
primo : {10, 11, 101, 111, ...}

Assim, especificaremos linguagens (infinitas) da seguinte forma:
L = {w ∈ Σ∗ : w goza dapropriedade P}

1.4 O problema

Na teoria de autômatos, um problema é a questão de decidir se
uma dada string é elemento dealguma linguagem espećıfica.

Se Σ é um alfabeto e L é uma linguagem sobre Σ, então o
problema L é: Dada uma stringw em Σ∗, definir se w pertence ou
não a L.

1.5 Representação finita de linguagem

Uma questão fundamental é a representação de linguagens por
meio de especificações finitas.Um dos artif́ıcios é o uso de
expressões regulares.

1.6 Exerćıcios:

1 - Qual linguagem é representada pela expressão regular
(((a∗a)b) ∪ b) ?2 - Rescreva as expressões regulares abaixo como
uma expressão mais simples, que represente

o mesmo conjunto.

(a) ∅ ∪ a∗ ∪ b∗ ∪ (a ∪ b)∗

(b) ((a∗b∗)∗(b∗a∗)∗)∗

(c) (a∗b)∗ ∪ (b∗a)∗

3 - Seja Σ = {a, b}, apresente expressões regulares
correspondentes aos conjuntos:

(a) Todas as cadeias em Σ∗ com não mais que três a’s.

(b) Todas as cadeias em Σ∗ com um número de a’s diviśıvel por
3.

(c) Todas as cadeias em Σ∗ com exatamente uma ocorrência da
subcadeia aaa.

2 Autômatos finitos ou máquinas de estados finitos - DFA

Um Autômato Finito Determińıstico (DFA) tem um conjunto de
estados, e seu ”controle”sedesloca de estado para estado em
resposta a ”entradas”externas. Um DFA não pode estar emmais de um
estado em qualquer instante, ou seja, para cada entrada existe um,
e somente um,estado ao qual o autômato pode transitar a partir de
seu estado atual.

Figura 1: Máquina de estados.

Uma definição formal de um DFA pode ser descrita da seguinte
maneira: Um DFA é umqúıntuplo M = (k,Σ, δ, q0, F ) onde:
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k é o conjunto finito de estados;

Σ é o alfabeto reconhecido;

q0 ∈ k é o estado inicial;

F ⊆ k é o conjunto de estados finais;

δ é uma função de transição de k × Σ para k.

Diz-se que uma string w ∈ Σ∗ é aceita por M se, e somente se,
há um estado q ∈ F ,tal que após a relação binária o estado de
w seja (q, ε). Por fim, a linguagem aceita por M ,L(M) é o
conjunto de todas as strings aceitas por M . Exemplo: suponha que M
seja o DFA(k,Σ, δ, q0, F ), onde k = {q0, q1}, Σ = {a, b}, F = {q0}
e δ é a função tabulada a seguir:

q σ δ(q, σ)

q0 a q0q0 b q1q1 a q1q1 b q0

É fácil ver que L(M) é o conjunto de todas as strings em Σ∗
que tem um número par de b′s.M passa do estado q0 para q1 ou de q1
de volta a q0, quando um b é lido, mas M essencialmenteignora os
a′s, permanecendo em seu estado atual quando um a é lido. M
reconhece uma stringse, e somente se, o número de b′s é par.

Dado M como entrada aabba, sua configuração inicial é (q0,
aabba).Então o processamento do autômato se dará:

(q0, aabba) ⊢M(q0, abba)⊢M(q0, bba)⊢M(q1, ba)⊢M(q0, a)⊢M(q0,
ε)

Portanto, (q0, aabba) ⊢∗ M(q0, ε), assim aabba é aceito por M
.

O diagrama de estados é a representação mais clara das
funções de transição, a repre-sentação tabular do exemplo
anterior pode ser representada graficamente da seguinte
maneira:

Figura 2: Exemplo de diagrama de estados.

Exemplo 2: Vamos projetar um DFA M que reconheça a linguagem
L(M) = {w ∈ Σ∗,onde Σ = {a, b}: w não contém três b′s
consecutivos }. Suponha que M = {k,Σ, δ, q0, F}, ondek = {q0, q1,
q2, q3}, Σ = {a, b}, F = {q0, q1, q2} e δ é dado pela seguinte
tabela:

q σ δ(q, σ)

q0 a q0q0 b q1q1 a q0q1 b q2q2 a q0q2 b q3q3 a q3q3 b q3

O diagrama de estados:
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Figura 3: Diagrama de estados do autômato que não reconhece 3
b’s consecutivos.

2.1 Exerćıcios:

1 - Suponha que M seja um DFA. Sob exatamente quais
circunstâncias w ∈ L(M)?2 - Descreva as linguagens aceitas pelos
DFA’s apresentados a seguir:

Figura 4: DFAs do exerćıcio 2.

3 - Construa DFA’s que aceitem cada uma das seguintes
linguagens:

(a) {w ∈ {a, b}∗: cada a em w é imediatamente precedido por um
b}

(b) {w ∈ {a, b}∗: w tem abab como uma substring }

(c) {w ∈ {a, b}∗: w não tem aa nem bb como uma substring }

(d) {w ∈ {a, b}∗: w tem um número ı́mpar de a′s e um número
par de b′s}

(e) {w ∈ {a, b}∗: w tem ab e ba como substring }

3 Autômatos finitos não-determińısticos - NFA

Um recurso proderoso que adicionamos aos DFA’s é chamado
não-determinismo, e consisteessencialmente na capacidade de mudar
de estado de forma apeas parcialmente determinada
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pelo estado corrente e pelo simbolo de entrada. Assim, devemos
agora permitir vários ”estadosseguintes”para uma dada combinação
de estados correntes e śımbolos de entrada.

Tais dispositivos não-determińısticos, não foram concebidos
para serem utilizados comomodelos realistas de computadores. Eles
são simplesmente uma generalização notacional útildos
autômatos finitos, já que podem simplificar significativamente a
descrição de autômatos.

Exemplo: Considere o DFA de L = (ab ∪ aba)∗:

Um dispositivo não-determińıstico:

Uma cadeia é aceita se existir alguma maneira de levar esse
dispositivo do estado inicialpara um estado final. Pode ocorrer uma
tentativa errada, mas isso é irrelevante, pois
existe”alguma”maneira de atingir um estado final.

Outra caracteŕıstica dos autômatos finitos
não-determińıstico é a partir de alguns estadose com algumas
entradas, poder haver vários estados seguintes ou, simplesmente
não havermovimentos posśıveis.

No diagrama de estados também podemos colocar setas rotuladas
com cadeia varia ε.

Exemplo: Observe o NFA que aceita o conjunto de todas as cadeias
contendo uma ocorrênciado padrão bb ou do padrão bab.
Formalmente, essa máquina é (K,Σ, δ, q0, F ), onde K ={q0, q1,
q2, q3, q4}, Σ = {a, b}, F = {q4} eδ = {(q0, a, q0), (q0, b, q0),
(q0, b, q1), (q1, b, q2), (q1, a, q3), (q2, ε, q4), (q3, b, q4),
(q4, a, q4), (q4, b, q4)}

QuandoM é alimentada com a cadeia de entrada bababab diversas
sequências de movimentopodem resultar. Como uma cadeia é aceita
por um NFA, se, e somente se, houver ao menosuma sequência de
movimentos conduzindo a um estado final, segue-se que bababab ∈
L(M).
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Teorema: Para cada autômato finito não-deterministico, há um
autômato finito determińısticoequivalente.Exerćıcios1 - Quais
das seguintes cadeias são aceitas pelo autômato finito
não-determińıstico:

Figura 5: (a)

1. a;

2. aa;

3. aab;

4. ε

Figura 6: (b)

1. ε;

2. ab;

3. abab;

4. aba;

5. abaa;

2 - Converta os NFA’s do exerćıcio anterior em DFA’s.3 -
Forneça NFA’s que aceitem as linguagens a seguir:a) o conjunto de
strings sobre o alfabeto {a, b} tal que o d́ıgito final tenha
aparecido antes.b) o conjunto de strings sobre o alfabeto {a, b}
tal que o d́ıgito final não tenha aparecidoanteriormente.
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4 Expressões regulares e linguagens

Mudando a atenção das descrições de linguagens semelhante as
máquinas (autômatos) parauma descrição algébrica,
descobriremos que as expressões regulares podem definir
exatamenteas mesmas linguagens que as diversas formas de autômatos
descrever. As expressões regularesoferecem algo que os autômatos
não oferecem que é um modo declarativo de expressar as stringsque
queremos aceitar.

4.1 Operadores de expressões regulares

As expressões regulares denotam linguagens. Como exemplo, a
expressão regular 01∗ + 10∗

denota a linguagem que consiste em todas as strings que são um
único 0 seguido por qualquernúmero de 1’s ou um único 1 seguido
por qualquer número de 0’s. Antes de descrever a notaçãode
expressões regulares, precisamos conhecer as operações sobre
linguagens.

1. A união de duas linguagens L e M , é denotada por L ∪M , é
o conjunto de strings queestão em L ou M , ou em ambas. Por
exemplo, se L = {001, 10, 111} e M = {ε, 001},então L ∪M = {ε, 10,
001, 111}.

2. A concatenação de linguagens L e M , é denotada por L.M ,
é o conjunto de strings quepodem ser formadas tomando-se qualquer
string em L e concatenando-se essa string comqualquer string em M .
Por exemplo, se L = {001, 10, 111} e M = {ε, 001}, então L.M ,ou
simplesmente LM é {001, 10, 111, 001001, 10001, 111, 001}.

3. O fechamento (ou estrela, ou fechamento de Kleene) de uma
linguagem L é denotadopor L∗ e representa o conjunto das strings
que podem ser formadas tomando-se qualquernúmero de strings de L,
possivelmente com repetições e concatenando-se todos eles.
Porexemplo, se L = {0, 1}, então L∗ representa todas as strings de
0’s e 1’s. Se L = {0, 11},então L∗ consiste nas strings de 0’s e
1’s tais que os śımbolos 1 formam pares; por exemplo,011, 11110,
mas não 01011 ou 101.

4.2 Construindo expressões regulares

Vamos escrever uma expressão regular para o conjunto de strings
que consistem em 0’s e 1’salternados. Primeiro, vamos desenvolver
uma expressão regular par a linguagem que consistena única string
01. Para obter todas as strings que consistem em zero ou mais
ocorrências de01, usamos a expressão regular (01)∗.

Porém, L((01)∗) inclui apenas as strings de 0’s e 1’s
alternadas que começam com 0 eterminam com 1. É preciso
considerar a possibilidade de haver 1 no ińıcio e/ou 0 no final.
Umaabordagem é construir mais três expressões regulares que
tratem os outros casos. Isto é, (10)∗,0(10)∗ e 1(01)∗. A
expressão regular completa é:

(01)∗ + (10)∗ + 0(10)∗ + 1(01)∗

Contudo há outra abordagem um pouco mais sucinta. Considerando
inicialmente nova-mente a expressão (01)∗, podemos adicionar um 1
opcional no ińıcio, se concatenarmos àesquerda com a expressão
ε+ 1. Da mesma forma, adicionamos um 0 opcional no final com
aexpressão ε+ 0. Considere então:

L(ε+ 1) + L(ε) ∪ L(1) = {ε} ∪ {1} = {ε, 1}

Se concatenarmos essa linguagem com qualquer outra linguagem L,
a escolha de ε nos darátodas as strings em L, enquanto a escolha
de 1 nos dará 1w para toda string w em L. Dessemodo, outra
expressão para o conjunto de strings que alternam 0’s e 1’s
é:

(ε+ 1)(01)∗(ε+ 0)
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4.3 Precedência de operadores em expressões regulares

1. O operador estrela (fechamento) é o de precedência mais
alta. Isto é, ele se aplicaapenas à menor sequência de śımbolos
à sua esquerda que seja uma expressão regularbem formada.

2. Em seguida temos o operador de concatenação ou ”ponto”.
Depois de agrupar todasas estrelas e seus operandos, agrupamos os
operadores de concatenação.

3. Finalmente, as uniões (operadores +) são agrupadas com seus
operandos.

Ex.: A expressão 01∗ + 1 é agrupada como (0(1∗)) +
1Problemas:01 - Escreva expressões regulares correspondentes às
seguintes linguagens:a) O conjunto de strings sobre o alfabeto {a,
b, c} que contém pelo menos um a e pelo menosum b.b) O conjunto de
strings de 0’s e 1’s cujo terceiro śımbolo a partir da extremidade
direita é 1.c) O conjunto de strings de 0’s e 1’s com no máximo
um par de 1’s consecutivos.02 - Forneça descrições em português
das linguagens correspondentes às seguintes
expressõesregulares:a) (1 + ε)(00∗1)∗0∗

b) (0∗1∗)∗000(0 + 1)∗

c) (0 + 10)∗1∗

4.4 Conversão de expressões regulares em autômatos e
vice-versa

Vamos converter o seguinte DFA em uma expressão regular:

Figura 7: (b)

ε+ 10∅(ε+ 0 + 1)

Usando a técnica de eliminação de estados, considere outro
DFA que reconhece a linguagem{w ∈ {a, b}∗ : w tem 3k + 1 b’s para
algum k ∈ N}

Figura 8: (b)
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Agora considere a expressão regular (ab ∪ aab)∗ um autômato
que aceita a linguagem de-notada por essa expressão pode ser
descrito: (...img...)

Exerćıcios:

1-Escreva as expressões regulares das seguintes linguagens:

(a) O conjunto de strings sobre o alfabeto a, b que contém pelo
menos um a e pelo menos umb;

(b) O conjunto de strings sobre o alfabeto 0, 1 cujo décimo
śımbolo a partir da extremidadedireita seja 1;

(c) o conjunto de strings sobre o alfabeto 0, 1 com no máximo
um par de 1 consecutivos;

2-Construa autômatos finitos que aceitem as seguintes
linguagens:

(a) a∗(ab ∪ ba ∪ ε)b∗

(b) ((a ∪ b)∗(ε ∪ c)∗)∗

(c) ((ab)∗ ∪ (bc)∗)ab

3-Aplique a técnica de eliminação de estados para obter as
expressóes regulares corresondentesa cada um dos autômatos
finitos apresentados a seguir.

Figura 9:
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5 Linguagens regulares e não-regulares

As linguagens regulares são fechadas em relação a diversas
operações, e que podem ser especifi-cadas por expressões
regulares ou por autômatos finitos (determińısticos ou
não-determińısticos).Esses fatos, utilizados individual ou
combinadamente, oferecem uma diversidade de técnicaspara
demonstrar que uma linguagem é regular.

Exemplo: Seja Σ = {0, 1, ...9} e L ⊆ Σ∗ o conjunto de
representações decimais para inteirosnão-negativos diviśıveis
por 2 ou por 3. Por exemplo, 0, 3, 6, 244 ∈ L, mas 1, 03, 00 /∈
L.Então, L é regular.

Prova 1 : Seja L1 o conjunto de representações decimais de
inteiros não-negativos. É fácil verque

L1 = 0 ∪ {1, 2, ..., 9}Σ∗

é regular, uma vez que está denotada através de uma
expressão regular.Prova 2 : Seja L2 o conjunto das
representações decimais de números inteiros não-negativos

diviśıveis por 2. Então, L2 é apenas o conjunto dos membros
de L, terminados em 0, 2, 4, 6 ou 8:

L2 = L1 ∩ Σ∗{0, 2, 4, 6, 8}

é regular pelo teorema que afirma:A classe das linguagens
aceitas por autômatos finitos é fechada em relação às
operações deunião, concatenação, fechamento e
intersecção.

Prova 3 : Seja L3 o conjunto das representações decimais de
números inteiros não-negativosdiviśıveis por 3, podemos
construir um autômato finito que monitora em seu controle a
somamódulo 3 de uma certa cadeia de d́ıgitos.

Figura 10:

Portanto, L = L2 ∪ L3, é uma linguagem regular.

Embora tenhamos visto técnicas para mostrar que uma linguagem
é regular, ainda não dis-pomos de um método para demonstrar que
uma linguagem é não-regular. Existem linguagensnão-regulares,
visto que o conjunto de todas as expressões regulares é
contável, enquanto oconjunto de todas as linguagens é
incontável. Demonstrar que qualquer linguagem particular
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não é regular requer certas ferramentas.

Duas propriedades compartilhadas por todas as linguagens
regulares, mas não por certaslinguagens não-regulares, podem ser
descritas intuitivamente como segue:(1) Como uma cadeia é varrida
da esquerda para a direita, esperamos que {anbn : n ≥ 0}seja não
regular, uma vez que é dif́ıcil imaginar como se poderia construir
um dispositivode estados finitos que lembrasse quantos a teria
encontrado.(2) Linguagens regulares com um número infinito de
cadeias são representadas por autômatoscom ciclos, e por
expressões regulares envolvendo o operador de Kleene. Isso nos
leva a esperar,por exemplo, que {an : n > 0 é um número primo
} não seja regular, uma vez que não há umaperiodicidade simples
no conjunto de números primos.

Essas ideias intuitivas são precisas, mas não o suficiente
para serem utilizadas em provasformais. Devemos agora provar um
teorema que captura essa intuição e identifica a
não-regularidade de certas linguagens como consequência
direta.

Teorema: Seja L uma linguagem regular. Há um inteiro n > 0
tal que qualquer cadeia w ∈ Lcom |w| ≥ n pode ser reescrito como w
= xyz, tal que y 6= ε, |xy| ≤ n, e nyiz ∈ L para cadai ≥ 0.

Toda string mais longa que o número de estados deve causar a
repetição de um estado. Esseteorema pertence a uma classe geral
chamada teoremas de bombeamento, porque afirmama existência de
certos pontos em determinadas cadeias, nos quais uma subcadeia pode
serrepetidamente inserida sem afetar a aceitabilidade da mesma.

Figura 11:

Exemplo 1: A linguagem L = {aibi : i > 0} não é regular.
Conforme o teorema de bombea-mento, considere a string w = anbn ∈
L. Ela pode então ser reescrita como w = xyz, tal que|xy| ≤ n, e y
6= ε - isto é, y = ai para algum i > 0. Mas então xz = an−ibn
/∈ L, o que contrariao teorema.Exemplo 2: A linguagem L = {an : n
é primo} não é regular. Supondo que ela fosse regulare que x, y
e z fossem conforme especificados pelo teorema, então x = ap, y =
aq e z = ar,onde p, r ≥ 0 e q > 0. Pelo teorema, xynz ∈ L para
cada n > 0; isto é, p + nq + r éprimo para cada n > 0.
Contudo, isso é imposśıvel, supondo que n = p + 2q + r + 2,
entãop+nq+ r = (q+1)(p+2q+ r), o qual, sendo um produto de dois
números naturais, não podeser um número primo.

Exerćıcios1-Uma progressão aritmética é o conjunto {p + qn :
n = 0, 1, 2...} para algum p, q ∈ N .(a) Mostre que, se L ⊆ {a}∗ e
{n : an ∈ L} é uma progressão aritmética, então L é
regular.(b) Mostre que, se L ⊆ {a}∗ e {n : an ∈ L} é uma união de
um número finito de progressõesaritméticas, então L é
regular.

2-Mostre que cada uma das seguintes linguagens é ou não uma
linguagem regular. A notaçãodecimal para um número é denotada
como uma cadeia sobre o alfabeto {0, 1, ..., 9}. Por exem-
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plo, a notação decimal para o número 13 é uma cadeia de
comprimento 2. Em notação unária,somente o śımbolo I é
utilizado; nessa notação, o número 5 seria representado como
IIIII.(a) { w: w é a notação unária para um número que seja
múltiplo de 7}(b) { w: w é a notação unária para um número n,
tal que háum par de números primos quediferem por duas uniades,
ambos maiores que n}(c) { w: w é, para algum n ≥ 1, a notação
unária do número 10n}

3-Mostre que {(anb, ambp) : n,m, p > 0, n = m, ou n = p} não
é aceito por nenhum autômatofinito determińıstico.

6 Minimização de estados

Constatamos que DFAs constituem modelos rudimentares de
computadores. Computaçõesbaseadas em autômatos finitos não
podem realizar trefas comutacionais simples, como é o casoda
comparação do número de a e de b em uma cadeia. Entretanto,
autômatos finitos são úteiscomo partes básicas de computadores
e algoritmos. Por isso é importante sermos capazes deminimizar o
número de estados de um dado DFA.

Figura 12:

Pode haver um modo fácil de eliminar alguns estados. Como
exemplo a Figura 12, queaceita a linguagem L = (ab ∪ ba)∗,
consideremos o estado q7. É fácil notar que este estadoé
inatinǵıvel. Portanto, o primeiro passo é remover todos os
estados inatinǵıveis e todas astransições para dentro e para
fora deles.

Entretanto, o autômato resultante ainda apresenta mais estados
que não são realmentenecessários. Por exemplo, os estados q4 e
q6 são equivalentes e podem ser convertidos em umúnico
estado.

Figura 13:

Nossa próxima definição captura uma relação similar entre
cadeias que têm ”um destinocomum”com relação a uma
linguagem.
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Definição: Supondo que L ⊆ Σ∗ seja uma linguagem e que x, y ∈
Σ∗, dizemos que x e ysão equivalentes em relação a L, denotado x
≈L y, se para todo os z ∈ Σ

∗, o seguinte éverdaeiro: xz ∈ L se e semente se yz ∈ L. Note
que ≈L é uma relação de equivalência.

Exemplo 1: Quando L é compreendida pelo contexto, denotamos por
[x] a classe de equi-valência, em relação a L, à qual x
pertence. Por exemplo, para a linguagem L = (ab ∪ ba)∗,aceita pelo
autômato da Figura 13, não é dif́ıcil ver que ≈L tem 4 classes
de equivalência:(1) [ε] = L(2) [a] = La(3) [b] = Lb(4) [aa] = L(aa
∪ bb)Σ∗

Note que ≈L refere-se a cadeias em termos de uma linguagem, não
em termos de umautômato.

Exemplo 2 (continuação): Para o autômato M da Figura 13, as
classes de equivalência de≈M são:(1) Eq1 = (ba)

∗

(2) Eq2 = La ∪ a(3) Eq3 = abL(4) Eq4 = b(ab)

∗

(5) Eq5 = L(bb ∪ aa)Σ∗

(6) Eq6 = abLbA definição anterior tem implicações
importantes sobre M e qualquer outro autômato M

que aceite a mesma linguagem L(M): seu número de estados deve
ser pelo menos tão grandequanto o número de classes de
equivalência de L(M) sob ≈.

Teorema de Myhill-Nerode: Seja L ⊆ Σ∗ uma linguagem regular.
Então há um DFA quereconhece L e tem precisamente o mesmo número
de estados que o número de classes de equi-valência em ≈L.

Corolário: Uma linguagem L é regular se e somente se ≈L tiver
um número finito de classesde equivalência.

Como exemplo, eis uma prova alternativa de que L = {anbn : n ≥
1} não é regular: nãoexistem duas cadeias ai e aj , com i 6= j,
que sejam equivalentes sob ≈L, simplesmente porquehá uma cadeia
que, quando concatenada com ai, resulta em uma cadeia em L, mas
quandoanexada a ai, produz uma cadeia que não pertence a L. Dáı
≈L terá um número infinito declasses de equivalência [ǫ], [a],
[aa], [aaa], ... e, portanto, pelo colorário, L não é
regular.

7 Gramáticas livres de contexto

Imagine-se um processador de linguagem. Você poderia reconhecer
uma sentença válida emportuguês, ao ouvir: ”o gato está no
chapéu”, você entenderia que essa frase está
sintaticamentecorreta, mas a sentença ”chapéu o no está
gato”não teria sentido. Com base nas regras doidioma, você pode
avaliar se a sentença está formada de acordo com as regras
geralmente aceitaspara estruturar sentenças. Assim, vc está
atuando como um reconhecedor de linguagem.Mas você também é
capaz de produzir sentenças válidas da ĺıngua. Sob este aspecto,
você estáatuando como um gerador de linguagem.

Um reconhecedor ou gerador de linguagem não é uma coisa fácil
de construir. Em umcontexto mais espećıfico, o importante para
nós é a teoria dos geradores de linguagens ”artifi-ciais”formais,
incluindo as linguagens regulares e a classe das linguagens ”livre
de contexto”.Essa teoria complementará o estudo dos
autômatos.
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Expressões regulares podem ser vistas como geradores de
linguagem. Por exemplo, a ex-pressão regular a(a∗ ∪ b∗)b pode ser
descrita como:Primeiro emita um a, então emita um número
arbitrário (ou nulo) de a′s ou então um númeroarbitrário (ou
nulo) de b′s, finalmente emita um b.

No entanto, estudaremos um tipo mais complexo de gerador de
linguagem: gramáticaslivres de contexto, que materializam um
completo entendimento do procedimento de cons-trução das cadeias
pertencentes à linguagem.

Usando o exemplo inicial, definindo S como um novo śımbolo que
pode ser interpretadocomo ”qualquer cadeia na linguagem”e M como um
śımbolo que significa ”parte intermediária”,então podemos
expressar essa observação escrevendo:

S → aMbUma expressão assim denomina-se regra. M é uma parte
intermediária, podemos expressaresse fato adicionando as
regras:

M → AM → B

Onde A e B são novos śımbolos que representam uma cadeia de
a′s ou b′s. Como ela pode seruma cadeia vazia, ou pode consistir de
um a (ou b) incial seguido por outra cadeia complemen-tar,
escrevemos as regras:A→ ǫA→ aAB → ǫB → bB

Por exemplo, para gerar a cadeia aaab, começamos com S, como
especificado; então subs-titúımos S por aMb. Para aMb aplicamos a
regra M → A e obtemos aAb. Então, aplicamos aregra A→ aA duas
vezes, obtendo a cadeia aaaAb. Finalmente aplica-se a regra com
transiçãopara vazio, resultando na cadeia desejada.

Uma linguagem geradora é chamada livre de contexto pois a
substituição dos śımbolos pormeio das suas regras pode ser feita
independentemente do contexto de um śımbolo espećıfico.

Definição: Uma gramática livre de contexto G é uma quádupla
(V,Σ, R, S), ondeV é um alfabeto,Σ (o conjunto de terminais) é um
subconjunto de V ,R (o conjunto de regras) é um subconjunto finito
de (V − Σ)× V ∗,S (o śımbolo inicial) é um elemento de V − Σ.

Exemplo 1: Considere a gramática livre de contexto G = (V,Σ, R,
S), onde V = {S, a, b},Σ ={a, b} e R consiste das regras S → aSb e
S → ǫ. Uma posśıvel derivação é:S ⇒ aSb⇒ aaSbb⇒ aabb

Exemplo 2: Seja G a gramática (V,Σ, R,O), ondeV = {O,A,N, V, S}
∪ Σ,Σ = {Jim, grande, verde, queijo, comeu},R = {O → NVN,N → S,N →
NA,A→ grande,A→ verde,S → queijo,S → Jim,V → comeu}
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G foi constrúıda como uma gramática que representa uma parte
do idioma português. Osignifica ”oração”, A ”adjetivo”, S
”substantivo”, V ”verbo”e N ”nominal”. Algumas cadeiasgeradas por G
são:Jim comeu queijoJim grande comeu queijo verdeQueijo grande
comeu Jim

Infelizmente, as seguintes cadeias também são sentenças em
L(G):Queijo grande comeu queijo grande verde grande verde verdeJim
verde comeu Jim grande verde

Exemplo 3: Programas de computador, escritos em qualquer
linguagem de programação,satisfazem algum critério ŕıgido a fim
de serem considerados sintaticamente corretos. A sintaxeda maioria
das linguagens de programação pode ser capturada por gramáticas
livres de contexto(fundamental quando se trata da elaboração dos
analisadores sintáticos). Segue um exemplode uma gramática que
gera um fragmento de um analisador sintático, que consiste nas
cadeiassobre o alfabeto {(, ),+, ∗, id} que representa expressões
aritméticas sintaticamente corretas,que utilizam dos operadores +
e ∗. O śımbolo id representa qualquer identificador/variável.

Suponha G = (V,Σ, R,E) onde V,Σ e R são:V = {+, ∗, (, ), id, T,
F,E}Σ = {+, ∗, (, ), id}R = {E → E + T}, (R1)

E → T , (R2)T → T ∗ F , (R3)T → F , (R4)F → (E), (R5)F → id}.
(R6)

Os śımbolos E,T e F , são abreviações de ”expressão”,
”termo”, e ”fator”respectivamente.A gramática G gera a cadeia (id
∗ id+ id) ∗ (id+ id) pela seguinte derivação:

E ⇒ T pela regra R2⇒ T ∗ F pela regra R3⇒ T ∗ (E) pela regra R5⇒
T ∗ (E + T ) pela regra R1⇒ T ∗ (T + T ) pela regra R2⇒ T ∗ (F + T
) pela regra R4⇒ T ∗ (id+ T ) pela regra R6⇒ T ∗ (id+ F ) pela
regra R4⇒ T ∗ (id+ id) pela regra R6⇒ F ∗ (id+ id) pela regra R4⇒
(E) ∗ (id+ id) pela regra R5⇒ (E + T ) ∗ (id+ id) pela regra R1⇒ (E
+ F ) ∗ (id+ id) pela regra R4⇒ (E + id) ∗ (id+ id) pela regra R6⇒
(T + id) ∗ (id+ id) pela regra R2⇒ (T ∗ F + id) ∗ (id+ id) pela
regra R3⇒ (F ∗ F + id) ∗ (id+ id) pela regra R4⇒ (F ∗ id+ id) ∗
(id+ id) pela regra R6⇒ (id ∗ id+ id) ∗ (id + id) pela regra R6
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7.1 Árvore de análise sintática

Seja G uma gramática livre de contexto, uma cadeia w ∈ L(G)
pode apresentar muitas de-rivações em G. Entretanto, essas
derivações são, em um certo sentido, ”as mesmas”. As
regrasutilizadas são as mesmas e aplicam-se nos mesmos trechos da
cadeia intermediária. A únicadiferença está na ordem em que as
regras são aplicadas. A Figura 14 apresenta um exemplode árvore
de análise sintática, usando a gramática anterior, que avalia
expressões aritméticassobre id.

Figura 14:

8 Autômato de pilha

Nem toda linguagem livre de contexto pode ser reconhecida por um
autômato finito, poisalgumas delas não são regulares. Que
propriedade precisamos adicionar ao autômato para queele possa
aceitar qualquer linguagem livre de contexto? Memória!

Considere a linguagem {wwR : w ∈ {a, b}∗}. Ela é livre de
contexto, pois é gerada pelagramática como as regras S → aSa, S →
bSb e S → ǫ. É intuitivo que qualquer dispositivoque reconheça as
cadeias dessa linguagem deve memorizar a primeira metade da cadeia
deentrada para poder posteriormente compará-la. Não surpreende
que essa função não possa serexecutada por um DFA. No entanto,
se fosse posśıvel acumular sua cadeia de entrada à medidaque esta
vai sendo lida, então essa máquina poderia determinar
(não-deterministicamente) omomento em que o centro da entrada foi
alcançado e então comparar com a segunda metade.

O dispositivo de armazenamento não precisa ser de propósito
geral, é suficiente uma pilha.A Figura 15 mostra o esquema desse
dispositivo variante de um DFA com memória:

Essa ideia de um autômato, com uma pilha funcionando como
armazenamento auxiliar,pode ser formalizada como segue:Definição:
Define-se como um autômato de pilha como uma sêxtuplaM =
{k,Σ,Γ,∆, s, F},ondeK é um conjunto finito de estados,Σ é um
alfabeto (os śımbolos de entrada),Γ é um alfabeto (os śımbolos
de pilha),s ∈ K é o estado inicial,
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Figura 15:

F ⊆ K é o conjunto de estados finais, e∆ a relação de
transição, é um subconjunto finito de (K × (Σ ∪ {ǫ})× Γ∗)× (K ×
Γ∗).

Se ((p, a, β), (q, γ)) ∈ ∆, então (é uma transição que)
sempre que o autômato M estiver noestado p, com γ no topo da
pilha, poderá ler o śımbolo a da fita de entrada, substituindo
βpor γ no topo da pilha e passando para o estado q.

Utiliza-se o termo empilhar para indicar que um śımbolo deve
ser adicionado ao topo dapilha; e o termo desempilhar para indicar
que um śımbolo deve ser removido do topo da pilha.Por exemplo, a
transição ((p, u, ε), (q, a)) empilha o śımbolo a, enquanto que
((p, u, a), (q, ε))desempilha a.

Da mesma forma que ocorre com autômatos finitos, durante uma
computação, a parte jálida da entrada não afeta mais a
operação subsequente da máquina. Uma configuração de
umautômato de pilha é definida como sendo um membro de K ×Σ∗×Γ∗:
o primeiro componentecorresponde ao estado da máquina, o segundo,
à parte da entrada que ainda não foi lida, e oterceiro, ao
conteúdo previamente armazenado da pilha. Por exemplo, se a
configuração fosse(q, w, abc), o śımbolo a estaria no topo da
pilha.

Exemplo 1: Vamos projetar um autômato de pilha M para aceitar a
linguagem L ={wcwR : w ∈ {a, b}∗}. Por exemplo, ababcbaba ∈ L. Seja
M = (K,Σ,Γ,∆, s, F ), ondeK = {s, f}, Σ = {a, b, c}, Γ = {a, b}, F
= {f}, e ∆ contém as seguintes transações:(1) ((s, a, ε), (s,
a))(2) ((s, b, ε), (s, b))(3) ((s, c, ε), (f, ε))(4) ((f, a, a),
(f, ε))(5) ((f, b, b), (f, ε))

Para ilustrar a operação de M , apresenta-se a sequência de
transições executada pelamáquina acima quando recebe a entrada
abbcbba:

Estado Entrada ainda não-lida Pilha Transição utilizada

s abbcbba ε -s bbcbba a 1s bcbba ba 2s cbba bba 2f bba bba 3f ba
ba 5f a a 5f ε ε 3

Exemplo 2: Construiremos um autômato de pilha para aceitar L =
{wwR : w ∈ {a, b}∗}.As cadeias aceitas por essa máquina são
similares àquelas aceitas pelo exemplo anterior, excetopor não
haver o marcador de centro pelo śımbolo c. Portanto, M = {K,Σ,Γ,∆,
s, F}, ondeK = (s, f),Σ = {a, b}, F = {f} e ∆ é dado pelas
transições:
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(1) ((s, a, ε), (s, a))(2) ((s, b, ε), (s, b))(3) ((s, ε, ε),
(f, ε))(4) ((f, a, a), (f, ε))(5) ((f, b, b), (f, ε))

Essa máquina difere do exemplo anterior pela transição 3.
Sempre que a máquina estiver noestado s, poderá não
deterministicamente mover-se para o estado f sem consumir
qualquerśımbolo da entrada e alterar a pilha. Deste modo, M irá
executar computações que não aconduzirão à configuração (f,
ε, ε); mas existirá alguma computação que leva M para
essaconfiguração se, e somente se, a cadeia de entrada for da
forma wwR.

Exemplo 3: O autômato de pilha deste exemplo aceita a linguagem
{w ∈ {a, b}∗ : w temo mesmo número de a e b}. Para isso, ou uma
cadeia de a, ou uma cadeia de b é mantida porM em sua pilha. Em
qualquer caso, M mantém um śımbolo especial c na parte inferior
dapilha, que funciona como um marcador. Seja M = (K,Σ,Γ,∆, s, F ),
onde K = {s, q, f},Σ ={a, b},Γ = {a, b, c}, F = {f}, e ∆ é o
conjunto:(1) ((s, ε, ε), (q, c))(2) ((q, a, c), (q, ac))(3) ((q, a,
a), (q, aa))(4) ((q, a, b), (q, ε))(5) ((q, b, c), (q, bc))(6) ((q,
b, b), (q, bb))(7) ((q, b, a), (q, ε))(8) ((q, ε, c), (f, ε))

A tabela abaixo ilustra a operação de M para a entrada
abbbabaa:

Estado Entrada ainda não-lida Pilha Transição utilizada
Comentário

s abbbabaa ε - Configuração inicial.q abbbabaa c 1 Marcador.q
bbbabaa ac 2 Ińıcio de pilha com a′sq bbabaa c 7 Remove um aq
babaa bc 5 Ińıcio de pilha com b′sq abaa bbc 6q baa bc 4q aa bbc
6q a bc 4q ε c 4f ε ε 8 Aceita.

Exerćıcio 1: Considere o autômato de pilha M = {K,Σ,Γ,∆, s,
F}, onde K = {s, f}, F ={f}, ,Σ = {a, b},Γ = {a},∆ = {((s, a, ε),
(s, a)); ((s, b, ε), (s, a)); ((s, a, ε), (f, ε)); ((f, a, a), (f,
ε)); ((f, b, a), (f, ε))(a) Determine todas as posśıveis
sequências de transições de M para a entrada aba;(b) Mostre que
aba, aa, abb ∈ L(M), mas baa, bab, baaaa /∈ L(M);(c) Descreva L(M)
em português.

Exerćıcio 2: Construa um autômato de pilha que aceite cada uma
das seguintes linguagens:(a) A linguagem gerada pela gramática G =
(V,Σ, R, S), onde V = {S, (, ), [, ]}, Σ = {(, ), [, ]},R = {S → ε,
S → SS, S → [S], S → (S)}.(b) A linguagem {ambn : m ≤ n ≤ 2m}.(c) A
linguagem {w ∈ {a, b}∗ : w = wR}.(d) A linguagem {w ∈ {a, b}∗ : w
tem duas vezes mais b′s do que a′s}.
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8.1 Autômatos de pilha e gramáticas livres de contexto

Autômatos de pilha apresenta-se como formalismo suficiente para
aceitar linguagens arbitráriaslivres de contexto. Esse fato é
importante porque oferece duas visualizações formais diferentesda
mesma classe de linguagens; porque estabelece as bases do estudo de
analisadores sintáticospara linguagens livres de contexto.Teorema:
A classe de linguagens aceitas por autômatos a pilha é exatamente
a classe delinguagens livres de contexto.Lema: Toda linguagem livre
de contexto é aceita por algum autômato a pilha.

8.2 Forma normal de Chomsky (FNC)

Uma gramática livre de contexto está na forma normal de
Chomsky se todas as suas regras deprodução são da forma:A→ BC
ouA→ α ouS → ε

onde A,B e C são śımbolos não terminais, α é um śımbolo
terminal, S é a variável inicial,e ε é a cadeia vazia. Além
disso, nem B nem C podem ser a variável inicial.

Toda gramática na forma normal de Chomsky é uma livre de
contexto, e inversamente,toda gramática livre de contexto pode ser
transformada em uma equivalente que está na formanormal de
Chomsky. Uma vantagem de uma gramática estar na FNC é que as
árvores dederivações são binárias.

Então, um processo de simplificação de gramática deve passar
por 4 etapas:

1. Eliminar as produções vazias;

2. Eliminar as produções unitárias;

3. Eliminar śımbolos inúteis;

4. Colocar na FNC (ou outra, se preferir).

Exemplo: Considere uma gramática com as seguintes regras de
transição:{S → AB|SCB}{A→ aA|C}{B → bB|b}{C → cC|ε}

Faça:1) Eliminar as produções vazias: Identifique as
produções que levam a ε. No caso, são {C,A}.Então, são
reescritas as transições como:{S → AB|B|SCB|SB}{A→ aA|a|C}{B →
bB|b}{C → cC|c}

2) Eliminar as produções unitárias: Verifique em cada regra
suas produções unitárias. Noexemplo temos os conjuntos com
produção unitária em S, com {B}, e A com {C}. B e Ctêm {⊘} em
relação às produções unitárias. As regras são reescritas
substituindo as produçõesunitárias pelas suas derivações,
conforme:{S → AB|bB|b|SCB|SB}{A→ aA|a|cC|c}{B → bB|b}{C → cC|c}
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3) Eliminar as variáveis inúteis: Uma variável inútil é
aquela que não possui referência nagramática (que não pode ser
”alcançada”). No exemplo não há variáveis inúteis, pois
todaspodem ser alcançadas com uma certa entrada.

4) colocar na forma normal de Chomsky : Deve-se atender à
definição, no exemplo:{S → AB} (ok){S → bB} Corrigir{S → b}
(ok){S → SCB} Corrigir{S → SB} (ok){A→ aA} Corrigir{A→ a} (ok){A→
cC} Corrigir{A→ c} (ok){B → bB} Corrigir{B → b} (ok){C → cC}
Corrigir{C → c} (ok)

8.3 Forma normal de Graibach (FNG)

Uma gramática livre de contexto está na forma normal de
Graibach se todas as suas regras deprodução estão da forma:A→
aB1B2...Bkpara algum k ≥ 0 e B1, ..., Bk ∈ V e a ∈ Σ.

Uma vantagem da gramática livre de contexto estar na FNG é que
em cada passo dederivação um terminal é consumido. Vale observar
aqui também que nenhuma gramática queesteja em FNC ou FNG gera
palavra vazia ε.

Seja G uma gramática livre de contexto, então existe uma
gramática equivalente G′, talque L(G) = L(G′), que não tem
produções recursivas à esquerda.

As gramáticas podem ter produções recursivas à esquerda,
como em:A→ Av|wEstas produções derivam a cadeia wv∗, que também
é derivada por:A→ wB|wB → vB|vSem recursão à esquerda.

Para eliminar recursões à esquerda em geral substitua regras
como A→ Av1|Av2|...|Avn|w1|...|wmpor:A→ w1|...|wm|w1B|...|wmBB →
v1|...|vn|v1B|...|vnB

Exemplo:A1 → A2A2|0 (é crescente)A2 → A1A2|1 (não é
crescente)

Como as produções por A1 são crescentes, não se mexe. Em A2
deve-se substituir as de-rivações de A1 por suas regras:A1 →
A2A2|0A2 → A2A2A2|0A2|1

Observe que a primeira derivação de A2 tem recursão à
esquerda. Seja v = A2A2, w1 = 0A2e w2 = 1, já que A→ Av|w deve ser
reescrito como A→ wB|w e B → vB|v tem-se:
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A1 → A2A2|0A2 → 0A1|1|0A2B|1BB → A2A2|A2A2BTodas crescente,
deve-se então coloca-las na FNG, fazendo parecer um śımbolo
terminal àesquerda do lado direito de cada regra de derivação:A1
→ 0A2A2|0A2BA2|1A2|1BA2|0A2 → 0A2|0A2B|1|1B

Em B deve-se eliminar variáveis na posição mais à esquerda
do lado direito:A1 → 0A2A2|0A2BA2|1A2|1BA2|0A2 → 0A2|0A2B|1|1BB →
0A2A2|0A2BA2|1A2|1BA2|0A2A2B|0A2BA2B|1A2B|1BA2B

9 Determinismo e análise sintática

As gramáticas livres de contexto são extensivamente utilizadas
para a modelagem e sintaxede linguagens de programação. Um
analisador sintático é um algoritmo para determinar seuma dada
cadeia pertence à linguagem gerada por uma gramática livre de
contexto, e, em casoafirmativo, construir a árvore de análise
sintática da cadeia.

Há diferentes técnicas para a implementação de uma análise
sintática, uma das mais bemsucedidas fundamenta-se na idéia do
autômato de pilha, dada a equivalência entre autômatosde pilha e
gramáticas livres de contexto. Entretanto, uma autômato de pilha
não se aplicaimediatamente na construção de um analisador
sintático, pois pode operar como um dispositivonão
determińıstico. Surge a seguinte questão: seria posśıvel, no
caso geral, que autômatos depilha operarem
deterministicamente?

Vamos então investigar os autômatos de pilha determińısticos.
Iremos constatar a existênciade linguagens livres de contexto que
não podem ser aceitas por autômatos de pilha deter-mińısticos.
Isso é bastante desapontador, e sugere que o método de
transformação de gramáticasem autômatos não pode fundamenta um
método prático. Entretanto, constata-se que para amaioria das
linguagens de programação, é posśıvel construir autômatos de
pilha determińısticosque aceitem programas sintaticamente
corretos.

9.1 Análise sintática descendente (top-down)

Uma vez constatado que nem toda linguagem livre de contexto pode
ser aceita por um autômatode pilha determińıstico, consideramos a
seguir algumas linguagens que não estão sujeitas a
essarestrição. Nossa meta é estudar gramáticas livres de
contexto que podem ser convertidas emautômatos a pilha
determińısticos aplicáveis ao reconhecimento de linguagens em
aplicaçõesreais.

A linguagem L = {anbn} é gerada pela gramática livre de
contexto G = ({a, b, S}, {a, b}, R, S),onde R contém as regras S →
aSb e S → ε. Sabemos como construir um autômato de pilhaque aceita
L, o resultado é

M1 = ({p, q}, {a, b}, {a, b, S},∆1 , p, {q})onde

∆ = ((p, ε, ε), (q, S)), ((q, ε, S), (q, aSb)), ((q, ε, S), (q,
ε)), ((q, a, a), (q, ε)), ((q, b, b), (q, ε)))Como M1 apresenta
duas transições diferentes cujos primeiros componentes são
idênticos,

ela é não determińıstica.Contudo L é uma linguagem livre de
contexto determińıstica e M1 pode ser modificada

para tornar-se um autômato de pilha determińıstico M2 que
aceite L. Intuitivamente, toda ainformação de que M1 necessita,
em cada ponto, para poder decidir qual das duas transiçõesdeve
aplicar está restrita ao próximo śımbolo de entrada. M2 executa
com êxito essa consultaprévia à cadeia de entrada, consumindo
antecipadamente um śımbolo da entrada e incorporando
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essa informação em seu estado. Formalmente,M1 = ({p, q, qa,
qb, q$}, {a, b}, {a, b, S}∆2 , p, {q$}),

onde ∆2 contém as seguintes transições:(1)((p, ε, ε), (q,
S))(2)((q, a, ε), (qa , ε))(3)((qa, ε, a), (q, ε))(4)((q, b, ε),
(qb , ε))(5)((qb, ε, b), (q, ε))(6)((q, $, ε), (q$ , ε))(7)((qa, ε,
S), (qa, aSb))(8)((qb, ε, S), (qb, ε))

A partir do estado q M2 lê um śımbolo de entrada e transita
para um dos três novosestados qa, qb ou q$. Ele usa essa
informação para diferenciar as duas transições compat́ıveis((q,
ε, S), (q, aSb)) e ((q, ε, S), (q, ε)): a primeira transição é
efetivada somente a partir do estadoqa. E a segunda, somente a
partir do estado qb. Assim, constatamos que M2 é determińıstico,e
aceita a entrada ab$ como segue:

Passo Estado Entrada ainda não lida Pilha Transição utilizada
Regra de G

0 p ab$ ε –1 q ab$ S 12 qa b$ S 23 qa b$ aSb 7 S → aSb4 q b$ Sb
35 qb $ Sb 46 qb $ b 8 S → ε7 q $ ε 58 q$ ε ε 6

Algumas linguagens não se mostram diretamente compat́ıveis com
a análise sintática porlookahead.

Tomemos a gramática G que gera expressões aritméticas com
operações + e ∗. Vamosenriquecer essa gramática com a regra
adicional:

F → id(E)projetada para permitir que chamadas de função - tais
como sqrt (x * x + 1) e f(z) - possamser inclúıdas em nossas
expressões aritméticas. Construir um analisador sintáticos
descendentea partir dessa gramática.

M3 = ({p, q},Σ,Γ,∆, p, {f}),com Σ = {(, ),+, ∗, id} e Γ = Σ ∪
{E,T, F}, e ∆ conforme lista abaixo:

(0)((p, ε, ε), (q,E))(1)((q, ε, E), (q,E + T ))(2)((q, ε, E),
(q, T ))(3)((q, ε, T ), (q, T ∗ F ))(4)((q, ε, T ), (q, F ))(5)((q,
ε, F ), (q, (E)))(6)((q, ε, F ), (q, id))(7)((q, ε, F ), (q,
id(E)))

O não determinismo de M3 é manifestado pelos conjuntos de
transições 1-2, 3-4 e 5-6-7 quetêm os primeiros componentes
idênticos. Agrava a situação o fato de que a escolha correta
daregra não pode ser feita apenas com base no śımbolo seguinte de
entrada.

Transições 6-7. Nessa situação, M3 pode agir de acordo com
qualquer uma das transições.Procurando o próximo śımbolo de
entrada - id -, M3 pode excluir a transição 5. Mas M3 não
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será capaz de escolher dentre as transições 6 e 7, pois da
execução de qualquer uma delas resultaum topo de pilha que pode
ser identificado com o próximo śımbolo de entrada id. O
problemasurge porque as regras possuem também o mesmo primeiro
śımbolo em seus lados direitos.

Há uma forma simples de contornar esse problema: basta
substituir as regras F → id eF → id(E) em G pelas regras F → idA,A
→ ε e A → (E), onde A é um novo não terminal.Um autômato de
pilha M ′3 modificado resulta agora dessa gramática transformada,
com assubstituições:

(6′)((q, ε, F ), (q, idA))(7′)((q, ε,A), (q, ε))(8′)((q, ε,A),
(q, (E))

Essa técnica para evitar não determinismos é conhecida como
fatoração à esquerda.Heuŕıstica 1: sempre que A→ αβ1, A→ αβ2,
..., A→ αβm forem regras com a 6= ε e n ≥ 2,então deve-se
substitúı-las pelas regras A→ αA′ e A′ → βi para i = 1, ..., n,
onde A

′ é um novonão terminal.

Transições 1-2. Essas transições apresentam um problema mais
sério. Se o autômato recebeid como entrada e o conteúdo da pilha
é apenas E, ele pode tomar diversas atitudes: ele podeexecutar a
transição 2 substituindo E por T . Ele pode alternativamente
substituir E por E+T(transição 2) e, então substituir o topo E
por T , entre outras combinações. Não há limite parao quanto
adiante o autômato deve consultar para poder decidir sobre a
ação correta a sertomada. Esse fenômeno é denominado recursão
à esquerda, e pode ser removido fazendo-seuma alteração
adicional na gramática.

Para remover a recursão à esquerda da regra E → E + T , basta
substitúı-la pelas regrasE → TE′, E′ → +TE′ e E′ → ε, onde E′ é
um novo não terminal. O mesmo método tambémdeve ser aplicado à
outra regra de G que apresenta recursão à esquerda: T → T ∗ F .
Assim,obtém-se a gramática G′ = (V ′,Σ, R′, E), onde V ′ = Σ ∪
{E,E′, T, T ′, F,A} e as regras são:

(1)E → TE′

(2)E′ → +TE′

(3)E′ → ε(4)T → FT ′

(5)T ′ → ∗FT ′

(6)T ′ → ε(7)F → (E)(8)F → idA(9)A→ ε(10)A→ (E)

Heuŕıstica 2: Seja A → Aα1, ..., A → Aαn e A → β1, ..., A → βm
todas as regras com Aem seu lado esquerdo, onde os βi’s não
começam com o śımbolo A, e m > 0. Nesse caso,substituam-se
essas regras por A→ β1A

′, ..., A → βmA′ e A′ → α1A

′, ..., A′ → αnA′ e A′ → ε,

onde A′ é um novo não terminal.A gramática G′ do exemplo
apresenta regras com lados esquerdo idênticos, porém agora

todas as incertezas podem ser resolvidas consultando
antecipadamente o próximo śımbolo deentrada. Podemos contruir o
seguinte autômato de pilha determińıstico M4 que aceita
L(G)$:

M4 = (K,Σ ∪ {$}, V′,∆, p, {q$}),

onde K = {p, q, qid, q+, q∗, q), q(, q$} e ∆ é dado como:((p,
ε, ε), (q,E))((q, a, ε), (qa, ε)) (para cada a ∈ Σ ∪ {$})((qa, ε,
a), (q, ε)) (para cada a ∈ Σ)((qa, ε, E), (qa, TE

′)) (para cada a ∈ Σ ∪ {$})((q+, ε, E

′), (q+,+TE′))

((qa, ε, E′), (qa, ε)) (para cada a ∈ {), $})

((qa, ε, T ), (qa, FT′)) (para cada a ∈ Σ ∪ {$})
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((q∗, ε, T′), (q∗, ∗FT

′))((qa, ε, T

′), (qa, ε)) (para cada a ∈ {+, ), $})((q(, ε, F ), (q(,
(E)))((qid, ε, F ), (qid, idA))((q(, ε, A), (q(, (E)))((qa, ε, A),
(qa, ε)) (para cada a ∈ {+, ∗, ), $})

Então M4 é um analisador sintático para G′. Por exemplo, a
cadeia de entrada id ∗ (id) é

aceita, como mostrado a seguir:

Passo Estado Entrada ainda não lida Pilha Regra de G

0 p id ∗ (id)$ ε1 q id ∗ (id)$ E2 qid ∗(id)$ E3 qid ∗(id)$
TE

′ 14 qid ∗(id)$ FT

′E′ 45 qid ∗(id)$ idAT

′E′ 86 q ∗(id)$ AT ′E′

7 q∗ (id)$ AT′E′

8 q∗ (id)$ T′E′ 9

9 q∗ (id)$ ∗FT′E′ 5

10 q (id)$ FT ′E′

11 q( id)$ FT′E′

12 q( id)$ (E)T′E′ 7

13 q id)$ E)T ′E′

14 qid )$ E)T′E′

15 qid )$ TE′)T ′E′ 1

16 qid )$ FT′E′)T ′E′ 4

17 qid )$ idAT′E′)T ′E′ 8

18 q )$ AT ′E′)T ′E′

19 q) $ AT′E′)T ′E′

20 q) $ T′E′)T ′E′ 9

21 q) $ E′)T ′E′ 6

22 q) $ )T′E′ 3

23 q $ T ′E′

24 q$ ε T′E′

25 q$ ε E′ 6

26 q$ ε ε 3

10 Máquina de Turing

Vimos anteriormente que nem os DFA’s, nem os autômatos a pilha
podem ser consideradosmodelos gerais de computação, uma vez que
não são capazes de reconhecer linguagens simples,tais como
{anbncn : n ≥ 0}. Mas há um dispositivo capaz de reconhecer essa
como tambémoutras linguagens mais complexas: as máquinas de
Turing. Apesar desses dispositivos seremmais genéricos do que os
autômatos previamente estudaos, seu aspecto básico é similar
aosautômatos. Uma máquina de Turing consiste em um controle
finito, uma fita e um cabeçoteque pode ser utilizado para efetuar
leituras ou gravações na fita.

Contudo, as máquinas de Turing não constituem apenas mais uma
classe de autômatos. Pormais elementares que as máquinas de
Turing pareçam ser, nenhuma tentativa para fortalecê-las se
mostra eficaz. Por exemplo, variantes que utilizam de múltiplas
fitas, dispositivos de
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memória mas sofisticados e outras variações não são mais
poderosos ou capazes de ampliar opoder computacional de uma
máquina de Turing elementar.

Assim, as máquinas de Turing parecem formar uma classe estável
e máxima de dispositi-vos computacionais quanto às computações
que podem realizar. Elas foram idealizadas parasatisfazerem
simultaneamente os seguintes critérios:

1. Devem operar como autômatos. Ou seja, sua construção e
função devem aderir ao para-digma dos dispositivos reconhecedores
previamente estudados;

2. Devem ser simples de descrever, de definir e de entender;

3. Devem apresentar a maior generalidade posśıvel quanto às
computações que podem rea-lizar.

Todas as nossas máquinas de Turing serão projetadas de tal
modo que, sempre que ocabeçote encontrar um śımbolo �,
imediatamente a sua posição será movida para a direita.
Osśımbolos ← e → serão utilizados para denotar o movimento do
cabeçote.

Uma máquina de Turing é alimentada gravando-se previamente a
cadeia de entrada nascélulas mais à esquerda da fita,
imediatamente à direita do śımbolo �. O restante da fitafica
preenchido com śımbolos que representam espaços em branco, aqui
denotado por ⊔.A máquina é livre para modificar o conteúdo da
sua fita de entrada, de qualquer maneiraque se considere
apropriada, bem como para gravar śımbolos nos infinitos espaços
em brancoencontrados após a cadeia de entrada, na parte direita da
fita. Dado que a máquina podemover seu cabeçote somente uma
célula de cada vez, conclui-se que, após qualquer
computaçãofinita, apenas um número finito de células da fita
terá sido visitado. A Figura 16 apresenta umesquema de como
funciona uma máquina de Turing.

Figura 16: Esquema de funcionamento de uma máquina de
Turing.

Uma definição formal para a máquina de Turing pode ser dada
como:Uma máquina de Turing é uma qúıntupla (K,Σ, δ, s,H),
onde

K é o conjunto finito de estados;Σ é o alfabeto de entrada
(que não contém os śımbolos ← e →);s ∈ K é o estado inicial;H ⊆
K é o conjunto de estados de parada;δ é uma função de de
transição (K −H)× Σ para K × (Σ ∪ {←,→}), tal que,

(a) ∀q ∈ K −H, se δ(q,�) = (p, b), então b =→;(b) ∀q ∈ K −H e a
∈ Σ, se δ(q, a) = (p, b), então b 6= �.

Exemplo 1: Considere a máquina de Turing M = (K,Σ, δ, s, {h}),
onde K = {q0, q1, h},Σ = {a,⊔,�}, s = q0, sendo δ dado pela
seguinte tabela:

Quando M é iniciado em seu estado inicial q0, move seu
cabeçote de leitura para direita,substituindo todos os a’s por ⊔’s
à medida que vai avançando, até encontrar uma célula da fitaque
já contenha um śımbolo ⊔.
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q σ δ(q, σ)

q0 a (q1,⊔)q0 ⊔ (h,⊔)q0 � (q0,→)q1 a (q0, a)q1 ⊔ (q0,→)q1 �
(q1,→)

Exemplo 2: Considere a máquina de Turing M = {K,Σ, δ, s,H},
onde K = {q0, h},Σ = {a,⊔,�}, s = q0, H = {h}, e δ uma função de
transição conforme:

q σ δ(q, σ)

q0 a (q0,←)q0 ⊔ (h,⊔)q0 � (q0,→)

Essa máquina percorre para a esquerda a fita até encontrar um
⊔ e então para. Se esteśımbolo não existir e como a extremidade
esquerda da fita possui obrigatoriamente um �,então irá alternar
indefinidamente para trás e para a frente. Diferente de outros
dispositivosdetermińısticos, uma máquina de Turing pode nunca
parar.

10.1 Computações usando máquinas de Turing

As máquinas de Turing foram prpostas com a promessa de que elas
poderiam substituir, comoreconhecedores de linguagem, todos os
tipos de autômatos. Máquinas de Turing são comocomputadores sem
teclado, unidade de disco ou tela, torna-se oportuno fixar algumas
regraspara a sua utilização. Primeiramente, as entradas às
máquinas de Turing serão isentas deespaço em branco, é gravada
à direta do śımbolo �, com um espaço em branco à sua esquerdae
espaços em branco à sua direita. Um exemplo de configuração
inicial de M com entradaw é (s,� ⊔ w).

Uma máquina de Turing decide uma linguagem L se, quando
iniciada com a entrada w, elasempre pára em um estado de parada
que corresponde à resposta correta à entrada w : y, sew ∈ L e n,
se w ∈ L. Note que nada se afirma quando ao que acontece se a
entrada w incluirespaços em branco ou o śımbolo � de final.

Considerando a linguagem L = {anbncn : n ≥ 0}, que até aqui
não pôde ser capturadapor nenhum dos tipos de reconhecedores de
linguagem. A máquina de Turing cujo diagrama émostrado na Figura
17 decide L. A estratégia empregada por M é simples: na entrada
ela iráoperar em n estágios. Em cada estágio, M inicia sua
operação a partir do extremo esquerdoda cadeia e se move para
direita, à procura de um śımbolo a. Encontrando, substitui-o
porum śımbolo d e, então, procura à direita por um śımbolo b
adicional, substituindo-o tambémpor um d. Faz-se o mesmo para c.
Ao fim, verifica se a entrada foi totalmente substitúıda
porśımbolos d.

Funções recursivas: Uma vez que as máquinas de Turing podem
alterar o conteúdo desuas fitas, elas podem produzir sáıdas mais
elaboradas do que um simples ”sim”ou ”não”. Dessaforma, máquinas
de Turing podem ser pensadas como funções que computam números
naturaisa partir de números naturais. Na verdade, as funções
numéricas com múltiplos argumentos(como adição e a
multiplicação) podem ser executadas por máquinas de Turing.

Linguagens recursivamente enumeráveis: Pelo fato de uma
máquina de Turing decidiruma linguagem ou computar uma função,
pode-se considerar razoável interpretá-la como umalgoritmo que
executa corretamente alguma tarefa computacional. Quando M é
acionada com
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Figura 17:

uma entrada w ∈ L, exige-se que pare ao final. Não importa a
configuração precisa de paradaque M atinge, bastando que M pare.
Em uma certa configuração é posśıvel que M nuncapare (loop
infinito). Assim, L será exatamente o conjunto de cadeias w ∈ {a,
b}∗, tal que Mpára em resposta à entrada w. Portanto, M
semidecide L e, desta forma, L é recursivamenteenumerável.

11 Indecibilidade - Tese de Church-Turing

O que pode ser computado? E mais intrigantemente, o que não
pode ser computado? Asmáquinas de Turing podem realizar tarefas
complexas consideradas nessa classificação. Ten-tando formalizar
nossas intuições sobre quais função numéricas podem ser
consideras com-putáveis, definimos uma classe de funções que
revelaram ser especificamente as funções recur-sivas.

Tudo isso sugere termos determiando um limite superior natural
para a capacidade que sepode esperar de um dispositivo
computacional. A máquina de Turing é uma resposa para
essapesquisa. Não são todas as máquinas de Turing que merecem
ser classificadas como ”Algorit-mos”. Certas máquinas de Turing
que semidecidem linguagens, e que, portanto, rejeitam suasentradas
por nunca atingirem um estado de parada, não são dispositivos
computacionais úteis,enquanto as máquinas de Turing que decidem
linguagens e computam funções o são. Nossanoção de algoritmo
deve excluir todas as máquinasd e Turing que não param em respota
aalgumas entradas.

Assim, propomos adotar a máquina de Turing que pára em
respotas a todas as entradascomo sendo a noção formal precisa
correspondente à intuitiva ideia de um ”algoritmo”. Esseprinćıpio
é conhecido como a tese de Church-Turing.

Adotar para os algoritmos uma noção matemática rigorosa
suscita a intrigante possibilidadede se provar formalmente que
certos problemas computacionais não podem ser resolvidos
poralgoritmo algum.

11.1 O problema de parada

Suponha um programa tomando como entrada qualquer programa P , e
uma entrada X desseprograma. Esse programa sempre determina
corretamente se o programa P irá parar emresposta à entrada X,
retornando ”sim”, ou se ele irá permanecer eternamente em
execução(nesse caso retornando ”não”). Vamosdar a esse programa
o nome de halts(P,X).

Você poderia utilizá-lo para escrever outro programa, com o
nome de diagonal(X):diagonal(X)a: se halts(X,X), então vá para a,
senão pare

E agora coloca-se uma questão inexplicável: a função
diagonal(diagonal) pára? Ela párase e somente se a chamada
halts(diagonal, diagonal) retorna ”não”; em outras palavras,
párase e somente se ela não parar. Isso é uma contradição;
devemos concluir que a única hipótese,com que iniciamos esse
racioćınio, é falsa, ou seja, que o programa halts(P,X) não
existe.
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Isto é, não pode haver programa ou algoritmo para resolver o
problema que o programa haltsresolveria, ou seja, decidir se
progrmas arbitrários irão parar ou entrar em execução
infinita.

12 Complexidade computacional

12.1 Classe P

Podemos classificar todos os problemas computacionais em duas
categorias: aqueles que po-dem ser resolvidos através de
algoritmos e aqueles que não podem. É razoável esperar
queatualmente todos os problemas do primeiro tipo possam ser
resolvidos de uma maneira satis-fatória. Infelizmente muitos
problemas, embora solúveis em teoria, não podem ser resolvidosem
qualquer sentido prático pelos computadores, devido às suas
excessivas exigências de tempode processamento.

Suponha a visita de um caixeiro viajante a 10 escritórios
regionais.. É fornecido um mapacom as 10 cidades e as distâncias
entre elas, e é pedido que se produza o itinerário que minimizaa
distância total percorrida. Seguramente um problema solúvel: se
há n cidades a seremvisitadas, o número de itinerários
posśıveis é finito - exatamente (n − 1)!. Pode-se projetarcom
naturalidade um algoritmo que examine cada um dos posśıveis
itinerários e dentre elesselecione o mais curto.

Mas há um defeito nesse algoritmo: há muitas viagens a serem
examinadas. Para nossomodesto problema com 10 cidades teŕıamos de
examinar 9! = 362.880 itinerários. Mas setivéssemos 40 cidades a
examinar? O número de itinerários seria superior a 1045.

O fato de um problema ser solúvel na teoria não implica
imediatamente que ele possa serresolvido de maneira adequada na
prática. A questão é: quais máquinas de Turing
devemosclassificar como viáveis na prática?

A noção de algoritmo viável na prática pode ser concretizada
limitando sua implantaçãoapenas aos dispositivos computacionais
que executam um número de passos limitado por umpolinômio sobre o
comprimento da cadeia de entrada.

Definição: Uma máquina de Turing M = (K,Σ, δ, s,H) é dita
polinomialmente limi-tada se há um polinômio p(n), tal que, para
qualquer entrada x a máquina pára após, nomáximo p(n) passos,
onde n é o comprimento da cade ide entrada. Uma linguagem é
ditapolinomialmente decid́ıvel, se houver alguma máquina de Turing
polinomialmente limitada quea decida. A classe de todas as
linguagens polinomialmente decid́ıveis é denotada por P .

12.1.1 Problemas, problemas...

Até que ponto a classe P engloba a noção intuitiva de
problema satisfatoriamente solúvel? Emque extensão se aceita a
tese de que os algoritmos polinomiais são, precisa ou
empiricamente,viáveis?

É razoável dizer que, embora esta seja a única proposta
séria nessa área, ela pode ser desa-fiada em vários campos. Por
exemplo, pode-se argumentar que um algoritmo com exigênciasde
tempo n100 ou mesmo 10100n2, não é praticamente viável, embora
apresente um tempo deresposta polinomial. Além disso, um algoritmo
com exigências de tempo nloglogn pode ser con-siderado
perfeitamente viável na prática, a despeito do fato de que seu
crescimento não sejalimitado por qualquer polinômio.

O argumento emṕırico em defesa de nossa tese é que tais
limites extremos de tempo, em-bora teoricamente posśıveis,
raramente surgem na prática: algoritmos polinomiais, que surgemem
pr’ticas computacionais, geralmente têm pequenos expoentes e
coeficientes constantes, en-quanto algoritmos não-polinomiais são
em geral exponenciais e de utilização bastante limitadana
prática.
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12.2 Classe NP

Um dos principais objetivos da teoria da complexidade é o de
revelar métodos matemáticos quenos ajudem a provar que problemas
de real interesse não estejam em P . Queremos identificarproblemas
reais e importantes na prática que não estejam em P .

Seria então mais recomendável utilizar as ideias e os métodos
de complexidade computacio-nais para determinar que tais algoritmos
de resposta polinomial não são posśıveis, poupando-nosde
tentativas inúteis e fadadas ao fracasso. Infelizmente existe uma
dificuldade sutil em provartal impossibilidade. A razão é que
todos esses problemas podem ser resolvidos por máquinasde Turing
não-determińısticas polinomialmente limitadas. E separar o
determinismo do não-determinismo no ńıvel do tempo polinomial é
um dos mais importantes e profundos problemasnão resolvidos na
ciência da computação.

Definição: Dizemos que uma máquina de Turing
não-determińıstica M = (K,Σ,∆,H) épolinomialmente limitada se
existir um polinômio p(n) tal que, para qualquer entrada xnenhuma
computação nessa máquina dura mais que um número polinomial de
passos. A classeNP é definida como sendo a classe de todas as
linguagens que são decididas por máquinas deTuring
não-determińısticas polinomialmente limitadas.

Esse contexto faz transparecer a razão do poder computacional
do não-determinismo: háum número muito grande de
configurações, produzidas em um tempo bastante curto. Essepoder
do não-determinismo pode ser explorado para resolver alguns
problemas complexos.

12.3 Completude NP - Reduções de tempo polinomial

Muitos dos conceitos e técnicas utilizadas em teoria da
complexidade são análogas aos con-ceitos e técnicas que
desenvolvemos para estudar a indecibilidade, porém limitadas no
tempo.Utilizaremos reduções de tempo polinomial para estudar a
complexidade de vários problemasimportantes e aparentemente
dif́ıceis da classe NP . Como veremos, esses problemas
compar-tilham a seguinte importante propriedade de completude:
todos os problemas em NP podemser reduzidos a eles por meio de
reduções de tempo polinomial - de maneira análoga à maneiracomo
todas as linguagens recursivamente enumeráveis se reduzem ao
problema da parada damáquina de Turing. Tais problemas
denominam-se NP -Completos.

Embora tais problemas NP -Completos não permitam provar que P
6= NP , eles realmenteocupam um importante lugar em nosso estudo da
complexidade: se admitirmos que P 6= NP -uma conjectura amplamente
aceita, embora longe de estar provada - então, como
consequência,todos os problemas NP -Completos não pertencerão a
P . Essa evidência indireta de dificuldadeé o máximo que podemos
garantir para um problema da classe NP , sem provar que P 6= NP
.

Reduções polinomiais são importantes porque revelam
interessantes afinidades entre pro-blemas computacionais.
Estritamente falando, uma redução polinomial, como acima
definido,relaciona duas linguagens, não dois problemas. Nesse
sentido, podemos dizer que π é umaredução polinomial do Problema
A para o Problema B se for uma redução polinomialentre as
correspondentes linguagens, isto é, π transforma, em tempo
polinomial, instâncias doProblema A para instâncias do Problema
B, de tal modo que x é uma instância do Problema Acom resposta
”sim”, se e somente se π(x) for uma instâcia do Problema B que
também fornecea resposta ”sim”.

Tendo-se uma redução polinomial π do Problema A para o
Problema B, é posśıvel adaptarqualquer algoritmo de tempo
polinomial de B para obter outro para A. Para decidir se
umainstância qualquer x do Problema A é de fato uma instância de
A com resposta ”sim”, pode-seinicialmente computar π(x) e testar se
essa é ou não uma instância de B com resposta ”sim”.Tendo um
algoritmo polinomial para B, esse método também resolve A em
tempo polinomial,uma vez que os passos responsáveis pela redução
e o algoritmo que resolve a instancia de Bpodem ser executados em
tempo polinomial.

A Figura 18 mostra um esquema do conceito da redução
polinomial.
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Figura 18:
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