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Forecast Standard Errors
 • Wooldridge, Chapter 6.4• Multiple Regression
 • Includes intercept, trend, and autoregressive models (x can be lagged y)
 • OLS estimate
 tktkttht exxxy +++++=+ ββββ L22110
 tktkttht exxxy ˆˆˆˆˆ22110 +++++=+ ββββ L
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Prediction Variance
 • Point prediction
 • This is also an estimate of the regression function at these values of the x’s
 • Variance of point prediction
 • This is a function of the variances of the OLS estimates, weighted by the x’s
 kTkTThT xxxy ββββ ˆˆˆˆˆ 22110 ++++=+ L
 ( ) ( )kTkTThT xxxy ββββ ˆˆˆˆvarˆvar 22110 ++++=+ L
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Prediction Standard Errors
 • Standard error of point prediction
 • This is the standard error of a linear combination (the x’s) of the coefficients.
 • Computed in STATA using stdp option for predict command– .predict s, stdp
 • Important: This is very different than stdf
 ( ) ( )hThT yyse ++ = ˆvarˆ
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Forecast Error
 • Forecast error
 • Variance of forecast error
 • Two components:– Equation variance 
 – Estimation variance 
 hThThT yye +++ −= ˆˆ
 ( ) ( ) ( )( )hT
 hThThT
 y
 yye
 +
 +++
 +=
 +=
 ˆvar
 ˆvarvarˆvar2σ
 2σ( )hTy +ˆvar
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Forecast Error Variance
 • Variance of forecast error
 • Model variance tends to be much larger than estimation variance
 • Estimation variance decreases with sample size T
 ( ) ( )2
 2 ˆvarˆvar
 σ
 σ
 ≈
 += ++ hThT ye
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Forecast standard error
 • Computed in STATA using stdf option– .predict s, stdf
 • Typically will be close to (just a little larger than) 
 ( ) ( )( )22
 2
 ˆˆ
 ˆvarˆˆ
 hT
 hThT
 yse
 yese
 +
 ++
 +=
 +=
 σ
 σ
 σ̂
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GDP Example
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GDP Example
 • From the Data Editor
 • Notice– s equals “Root MSE” from regression output– The estimates satisfy the relationship
 – sf and s are very close– sf (standard error of forecast) is better
 • But s (error standard deviation) is often sufficient
 time sp sf s2014q1 .2265 3.700 3.694
 222 sspsf +=
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Two‐Step‐Ahead Point Forecasting
 • Three methods– Plug‐in
 • Calculates optimal forecast as function of AR model• Replaces unknowns with estimates
 – Iterated• Calculates one‐step forecast, and then iterates to get second‐step forecast
 – Direct• Estimates 2‐step regression function, and uses this for forecast
 • We start with point forecasts, and then discuss interval forecasts
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Plug‐In Method
 • By back‐substitution
 • Thus
 ( )( ) 12
 212
 1
 1 −−
 −−
 −
 ++++=
 ++++=++=
 ttt
 ttt
 ttt
 eey
 eeyeyy
 ββαβ
 βαβαβα
 ( )( ) ( ) TTT
 TTTT
 yyE
 eeyy2
 2
 122
 2
 1|
 1
 βαβ
 ββαβ
 ++=Ω
 ++++=
 +
 +++
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Point Forecast
 • The optimal forecast is
 • This is a function of the AR(1) parameters
 • Plug‐in (replace unknowns with estimates) to obtain a feasible forecast
 • This method is feasible but cumbersome for multi‐step forecasts and complicated models
 ( ) TTT yy 2|2 1ˆ βαβ ++=+
 ( ) TTT yy 2|2
 ˆˆˆ1ˆ βαβ ++=+
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Iterated Method
 • Take conditional expectations at time  T
 • The left‐side is the 2‐step forecast, the right‐side is linear in the 1‐step forecast. Thus:
 )|()|()|()|(
 1
 212
 212
 TT
 TTTTTT
 TTT
 yEeEyEyE
 eyy
 Ω+=Ω+Ω+=Ω
 ++=
 +
 +++
 +++
 βαβα
 βα
 TTTT yy |1|2 ˆˆ ++ += βα
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Iteration
 • We already know how to compute the one‐step point forecast
 • The second step iterates on the one‐step
 • This method is convenient in linear models (our main focus)• It does not work in nonlinear models• It is less useful in regression contexts (later sections)
 TTTT yy |1|2 ˆˆˆˆ ++ += βα
 TTT yy βα ˆˆˆ |1 +=+
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Direct Method
 • We showed that
 where
 ( )tt
 tttt
 uy
 eeyy
 ++=
 ++++=
 −
 −−
 2**
 1221
 βα
 ββαβ
 ( )
 1
 2*
 * 1
 −+==
 +=
 ttt eeu βββ
 αβα
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Estimation of Direct Method
 • This is a regression
 • The error is the two‐step forecast error• It can be estimated directly by least‐squares• This is actually different than the iterated estimator.
 • The error u is not white noise, but is uncorrelated with the regressor
 ttt uyy ++= −2** βα
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Example – GDP Growth
 • α=2.08,  β=0.373,  yT =3.2,  yT+1|T =3.3
 • Plug‐in:
 • Iterated:
 ( )( )
 %3.32.337.08.237.1
 ˆˆˆ1ˆ2
 2|2
 =×+×+=
 +×+=+ TTT yy βαβ
 %3.33.337.08.2
 ˆˆˆˆ |1|2
 =×+=
 += ++ TTTT yy βα
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Example – GDP Growth
 • The equality of Plug‐in and Iterated 2‐step forecast is typical
 • The equality of the 1‐step and 2‐step forecast is not typical. It is an accident of the fact that last quarter’s GDP growth (3.3%) is the model average: 2.08/(1 ‐ 0.373)=3.3
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STATA Forecast Command
 • “forecast create [name1]” • “estimates store [name2]” (after a regression)• “forecast estimates [name2]” tells STATA to forecast using the estimates from name2
 • “forecast solve” creates the forecasts, and stores then in the dataset
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STATA Forecast output
 • These are the one‐step and two‐step iterated point forecasts from the AR(1) model
 time f_gdp2014q1 3.270332014q2 3.29657
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GDP Growth, Direct 2‐step
 • Estimate
 • Notice .22>.14=.372 from iterated
 ttt uyy ˆ22.060.2 2 ++= −
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Direct 2‐step‐ahead Forecast
 • 2‐step forecast
 • It happens to be the same as from the iterated method, but this is not typical.
 %3.32.322.060.2
 ˆˆˆ **|2
 =×+=
 +=+ TTT yy βα
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2‐Step Forecast Error
 • Recallwhere
 • The equation error is u, not e• It has variance
 • This is different than the one‐step variance
 ttt uyy ++= −2** βα
 1−+= ttt eeu β
 ( ) 221
 2
 1
 )var()var(
 σβ
 βσ
 +=
 +==
 −tt
 ut
 eeu
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Forecast variance estimation
 • For forecast intervals, we need an estimate of 
 • Not
 2)var( utu σ=
 2)var( σ=te
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Plug‐in Forecast variance estimation
 • Use formula, and replace by estimates
 • This formula is hard to generalize beyond AR(1)
 ( )2
 222
 ˆˆ
 ˆˆ1ˆ
 uu
 u
 σσ
 σβσ
 =
 +=
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Example: GDP Growth Plug‐in Estimate
 • β=.37,  σ=3.69
 ( )( )9.3
 69.337.1
 ˆˆ1ˆ22
 22
 =
 +=
 += σβσ u
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Direct Forecast variance estimation
 ∑=
 −
 =
 −−=T
 ttu
 ttt
 uT
 yyu
 1
 22
 2**
 ˆ1ˆ
 ˆˆˆ
 σ
 βα
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Direct Estimate
 • Estimate
 • Stdf886.3ˆ =σ
 893.3)ˆ( =ese
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Iterated Forecast Variance Estimation
 • Not easy to calculate directly
 • The forecast errors u not a direct output
 • Instead, it is typical to use simulation to calculate forecast variance
 • This can be more flexible than the formulae
 • Can be done in STATA using forecast command
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Iterated Forecast Variance Estimation
 • The simulate option creates simulated out‐of‐sample series from the model
 • The statistic option tells STATA what to save (standard deviations)
 • The prefix option tells STATA to save the standard deviations in the format sd_name, where “name” was the variable you are forecasting.
 • The reps option tells STATA to use 1000 simulations (otherwise 50 is the default)
 • This command creates the point forecasts f_gdp and standard derivations sd_gdp
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GDP example
 • This shows the 1‐step and 2‐step point forecasts (3.27 and 3.29), and the 1‐step and 2‐step forecast standard errors (3.7 and 3.9)
 • These are the same as from other methods
 time f_gdp _est_model1 sd_gdp2014q1 3.27033 0 3.706592014q2 3.29657 0 3.88856
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Two‐Step‐Ahead Intervals
 • Normal Method– Forecast interval is point estimate, plus and minus the estimated standard deviation multiplied by a normal quantile
 – For a 95% interval:
 – For a 90% interval96.1ˆˆˆˆ |2025.|2 ⋅±=⋅± ++ uTTuTT yzy σσ
 645.1ˆˆˆˆ |205.|2 ⋅±=⋅± ++ uTTuTT yzy σσ
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GDP Growth Example
 • In this example, the Plug‐In, Iterated and Direct estimates are the same
 – yT+2|T =3.3%,  σu=3.9
 – 3.3% ± 1.645*3.9=[‐3.1%, 9.7%]
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h‐Step‐Ahead Forecasting
 ThTy |ˆ +

Page 34
                        

h‐Step‐Ahead back substitution
 ( )( ) ( )( )( )
 11
 22
 1
 22
 213
 32123
 212
 1
 1
 1
 1
 +−−
 −−
 −
 −−−
 −−−
 −−
 −
 ++++=
 ++++++=
 ++++++=
 ++++++=
 ++++=++=
 hth
 tttt
 ththh
 tttt
 tttt
 ttt
 ttt
 eeeeu
 uy
 eeey
 eeey
 eeyeyy
 βββ
 βαβββ
 βββαββ
 ββαβαβ
 βαβαβα
 L
 L
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h‐Step‐Ahead Point Forecast
 • Optimal
 • Plug‐In
 • Iterated
 ( ) ( ) Thh
 ThT yyE βαβββ +++++=Ω+ L21|
 ( ) Thh
 ThT yy βαβββ ˆˆˆˆˆ1ˆ 2| +++++=+ L
 ThTThT
 ThTThT
 hThThT
 yy
 yEyEeyy
 |1|
 1
 1
 ˆˆˆˆ
 )|()|(
 −++
 −++
 +−++
 +=
 Ω+=Ω++=
 βα
 βαβα
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Direct Method
 • Best Linear predictor
 • Least‐Squares estimator
 • h‐step forecast
 thtt uyy ++= −** βα
 thtt uyy ˆˆˆ ** ++= −βα
 TThT yy **|
 ˆˆˆ βα +=+
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Direct Estimates
 • Least Squares
 ttt
 ttt
 ttt
 ttt
 uyyuyyuyyeyy
 ˆ06.051.3ˆ02.023.3ˆ22.060.2ˆ37.007.2
 4
 3
 2
 1
 +−=++=++=++=
 −
 −
 −
 −
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Iterated and Direct Point Estimates
 Iterated Direct
 2014Q1 3.3 3.3
 2014Q2 3.3 3.3
 2014Q3 3.3 3.3
 2014Q4 3.3 3.3
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4‐Step Direct Point Forecastuse gdp2013.dtatsappend, add(4)reg gdp L.gdppredict y1reg gdp L2.gdppredict y2reg gdp L3.gdppredict y3reg gdp L4.gdppredict y4egen p=rowfirst(y1 y2 y3 y4) if t>=tq(2014q1)label variable p “forecast”tsline gdp p if t>=tq(2008q1), title(GDP growth) lpattern (solid dash)
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Point Forecast (Direct)
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• There are 4 periods out‐of‐sample• The predict command computes fitted values for observations which have the needed variables.
 • For the regression on the first lag (L.gdp), this works only for the first out‐of‐sample observation, the remainder are coded as missing.
 • For the regression on the second lag (L2.gdp), this works for the fist two out‐of‐sample observations
 • The egen command is used in STATA for more complicated versions of “generate”
 • egen p=rowfirst(y1 y2 y3 y4) takes the first variable in the list which is not missing
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Forecasts
 t y1 y2 y3 y4 p
 2013q4 3.61 3.15 3.25 3.50
 2014q1 3.27 3.50 3.29 3.44 3.27
 2014q2 3.30 3.33 3.35 3.30
 2014q3 3.30 3.24 3.30
 2014q4 3.30 3.30
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4‐Step Iterated Point Forecast
 use gdp2013.dtatsappend, add(4)reg gdp L.gdpforecast create ar1estimate store model1forecast estimates model1forecast solvegen p=f_gdp if t>=tq(2014q1)label variable p “forecast”tsline gdp p if t>=tq(2008q1), title(GDP growth) lpattern(solid dash)
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