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Corso diProgetto di Strutture
 POTENZA, a.a. 2012 – 2013
 Dott. Marco VONADiSGG, Università di Basilicata
 [email protected] http://www.unibas.it/utenti/vona/
 Risoluzione delle Piastre
 Le piastre sottili in regime elastico
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IPOTESI DI BASE
 � spostamenti infinitesimi: gli spostamenti sono tanto piccoli dapoter essere trattati come infinitesimi
 �σz=0
 � tutti i punti che sono su un segmentoperpendicolareal piano
 STUDIO DELLE PIASTRE SOTTILI INFLESSE
 � tutti i punti che sono su un segmentoperpendicolareal pianomedio hanno lo stesso spostamentow
 �un segmento piano si mantiene tale dopo la deformazione: lostato di spostamento è espresso in funzione diw
 � i punti sul piano medio della piastra subiscono spostamenti nellasola direzionez. Ciò equivale a considerare trascurabili gliscorrimenti xz e yz. Lo spessore non deve essere piccolissimoaffinché le tensioni membranali siano trascurabili
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STUDIO DELLE PIASTRE SOTTILI INFLESSE
 IPOTESI DI BASE
 Piastra di spessore sottile
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STUDIO DELLE PIASTRE SOTTILI INFLESSE
 l
 y
 xxz
 Come conseguenza le forze contenute nel piano della piastra
 Nx , Ny
 Nxy , Nyx
 sono del II ordine e sono quindi trascurabili
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STUDIO DELLE PIASTRE SOTTILI INFLESSE
 l
 y
 Piastra di spessore sottile
 xz
 In conseguenza di tali ipotesi anche le componenti deglispostamenti della superficie media (SM) nel pianox-y dellapiastra,u ev, possono essere trascurati.
 In tal modo si riducono significativamente le incognite delproblema
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STUDIO DELLE PIASTRE SOTTILI INFLESSE
 l
 y
 Piastra di spessore sottile
 L’equazione che governa il problema si determina dal metododegli spostamenti
 Nell’equazione di equilibrio si sostituiscono lerelazioni dicongruenza ed il legame costitutivo del materiale per ottenereuna equazione in una sola incognita (lo spostamentow)
 xz
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LE IPOTESI DI CALCOLO
 Le INCOGNITE del problema si riducono quindi nel caso più
 generale al numero complessivo di6 invece che 13
 • Momenti flettenti
 • Momenti torcenti
 • Forzedi taglio
 Mx , My
 Mxy , Myx
 Qx , Qy• Forzedi taglio
 • Deformazioni
 Qx , Qy
 w
 Le EQUAZIONI necessarie per la risoluzione del problema
 dovranno quindi essere6
 3 saranno leequazioni di collegamentofra Mx , My , Mxy e w
 3 saranno ovviamenteequazioni di equilibrio
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Le incognite in termini di tensioni generalizzate hanno il seguentesignificato fisico
 Qx y
 LE IPOTESI DI CALCOLO: TEORIA DI KIRCHHOFF
 bz
 x
 z
 MxMxyQy
 MxyMy
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Per ciascun punto P appartenente alla piastra anche al di fuoridella superficie media gli spostamenti dipendono soltanto da tragrandezze (due rotazioni ed un abbassamento)
 LE IPOTESI DI CALCOLO: INCOGNITE CINEMATICHE
 ββββx , ββββy , w
 Pz
 ββββx
 ββββx
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Pz
 ββββ
 LE IPOTESI DI CALCOLO: INCOGNITE CINEMATICHE
 Quindi ciascun punto P saràindividuato mediante le seguentirelazioni:
 zv
 zu
 yP
 xP
 =
 ⋅=⋅=ββ
 ββββx
 ββββy
 y
 x
 z
 ββββxββββy
 w
 wwP =
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È necessario anche esprimere le sollecitazioni incognite:
 EQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
 xyyx MMM ;;
 in funzione dello spostamento w, unica incognita dispostamentospostamento
 Per ottenere le cosiddetteEQUAZIONI DI COLLEGAMENTOdovremo esprimerew in funzione delle tensioni presenti nelgenerico elementino appartenente alla piastra e queste ultime infunzione delle deformazioni considerando il legame costitutivodel materiale
 Legame elastico lineare→ la legge di HOOKE
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EQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
 Il passaggio sarà dunque del tipo
 ( )ppp wvuw ,,⇒
 ( ) ( )xyyxppp wvu εεε ,,,, ⇒
 ( ) ( )τσσεεε ,,,, ⇒( ) ( )xyyxxyyx τσσεεε ,,,, ⇒
 ( ) ( )xyyxxyyx MMM ,,,, ⇒τσσ
 ( )xyyx MMMw ,,⇒
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Elemento infinitesimodx dy
 EQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
 La distribuzione delle tensioni sullo spessore, in analogia aquanto avviene per le travi, è di tipo lineare per le tensioniσx , σy
 e τxy
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STUDIO DELLE PIASTRE SOTTILI INFLESSE
 La distribuzione delle tensioni sullo spessore, in analogia aquanto avviene per le travi, è di tipo lineare per le tensioniσx , σy
 e τxy

Page 15
                        
                        

Consideriamo una sezione di una piastra parallela all’asse x
 COMPONENTI DI SPOSTAMENTO IN FUNZIONE DI w
 Siano w gli spostamentidella superficie media (SM)In generale:
 Dato un qualsiasi punto Osulla superficie media si ha
 ),( yxww =
 0;0;' === vuOOw
 Pz
 ββββx
 ββββy
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COMPONENTI DI SPOSTAMENTO IN FUNZIONE DI w
 Lo spostamento di un generico punto P alla distanzaz dellasuperficie media è determinato dall’ipotesi di conservazione deisegmenti piane
 Pz
 ββββx
 ββββy
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COMPONENTI DI SPOSTAMENTO IN FUNZIONE DI w
 xϕIndicate le pendenze delle tangenti alla SMnelle direzionix e ycon: yϕ
 YX
 si ha
 yxP zwzw ϕϕ coscos ⋅−+=
 yxP zsenu ϕϕ cos⋅=
 Pz
 ββββy
 ββββy
 Pz
 ββββx
 ββββx
 yxP senzv ϕϕ ⋅= cos
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P
 COMPONENTI DI SPOSTAMENTO IN FUNZIONE DI w
 Per l’ipotesi di piccoli spostamenti sviluppando in serie lafunzione cos
 1.....2
 1cos2
 ≅+−= xx
 ββ
 2β Pz
 ββββx
 ββββx
 1.....2
 1cos2
 ≅+−= yy
 ββ
 xx tgsen ββ ≅
 yy tgsen ββ ≅
 x
 wtg x ∂
 ∂=β
 y
 wtg y ∂
 ∂=β
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P
 COMPONENTI DI SPOSTAMENTO IN FUNZIONE DI w
 wwP =Quindi
 Lo spostamento di un generico punto P alla distanzaz dellasuperficie media è determinato dall’ipotesi di conservazione deisegmenti piani
 Pz
 ββββx
 ββββx
 Analogamente
 x
 wzuP ∂
 ∂⋅=
 y
 wzvP ∂
 ∂⋅=
 ( )ppp wvuw ,,⇒
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In termini dideformazione leequazioni :
 LE IPOTESI DI CALCOLO: INCOGNITE CINEMATICHE
 y
 x
 ββββxββββy
 w
 zv
 zu
 yP
 xP
 ⋅=⋅=ββ
 yz
 y
 v
 xz
 x
 u
 yPy
 xPx
 ∂∂
 ⋅=∂∂=
 ∂∂⋅=
 ∂∂=
 βε
 βε
 x
 zww
 zv
 P
 yP
 =
 ⋅= β
 si traducono in:
 relazioni di congruenza
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In termini di deformazione taglianti le equazioni si traducono in:
 LE IPOTESI DI CALCOLO: INCOGNITE CINEMATICHE
 xyz
 x
 v
 y
 u yxPPxy
 ∂∂
 +∂∂⋅=
 ∂∂+
 ∂∂=
 ββγyzxy γγ ;
 y
 w
 y
 w
 z
 vx
 w
 x
 w
 z
 u
 yPP
 yz
 xPP
 xz
 ∂∂+=
 ∂∂+
 ∂∂=
 ∂∂+=
 ∂∂+
 ∂∂=
 βγ
 βγ
 relazioni di congruenza
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Poiché le deformazioni a taglio
 LE IPOTESI DI CALCOLO: TEORIA DI KIRCHHOFF
 wxxz
 ∂+== βγ 0
 0≅= yzxz γγ
 wx
 ∂−=β
 yzγsono trascurabili
 xzγ
 y
 wx
 yyz
 xxz
 ∂∂+==
 ∂+==
 βγ
 βγ
 0
 0
 y
 wx
 y
 x
 ∂∂−=
 ∂−=
 β
 β
 ( ) ( )xyyxppp wvu εεε ,,,, ⇒
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EQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
 Il passaggio sarà dunque del tipo
 ( ) ( )xyyxppp wvu εεε ,,,, ⇒
 ( )xyyx MMMw ,,⇒
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In termini di tensioni le ipotesi riportate si traducono in quantosegue:
 y
 LE IPOTESI DI CALCOLO: TEORIA DI KIRCHHOFF
 x
 z
 ττττxz
 σσσσx
 ττττxyττττyz σσσσyττττyx
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In termini di tensioni generalizzate le ipotesi riportate sitraducono in quanto segue:
 Qx y
 LE IPOTESI DI CALCOLO: TEORIA DI KIRCHHOFF
 x
 z
 MxMxyQy
 MxyMy
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Ovvero:
 ∫
 ∫
 −
 −
 ⋅⋅=
 ⋅⋅=
 2
 2
 2
 2
 h
 h yy
 h
 h xx
 dzzM
 dzzM
 σ
 σ
 ∫
 ∫−
 ⋅=
 ⋅=
 2
 2
 2
 h
 h
 h xzx
 dzQ
 dzQ
 τ
 τ
 LE IPOTESI DI CALCOLO: TEORIA DI KIRCHHOFF
 ∫− ⋅⋅= 2
 2
 2
 h
 h xyxy dzzM τ∫− ⋅= 2
 2h yzy dzQ τ
 ( ) ( )xyyxxyyx MMM ,,,, ⇒τσσEQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
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EQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
 Il passaggio sarà dunque del tipo
 ( ) ( )xyyxxyyx MMM ,,,, ⇒τσσ
 ( )xyyx MMMw ,,⇒
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SianoX, Y, Zforze di volume
 L’equilibrio della piastra nelle ipotesi descritte si scrive come:
 EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 0=+∂
 ∂+∂
 ∂+
 ∂∂
 Xzyxxzxyx ττσ
 (1)
 0
 0
 0
 =+∂
 ∂+∂
 ∂+
 ∂∂
 =+∂
 ∂+
 ∂∂
 +∂
 ∂
 =+∂
 +∂
 +∂
 Zzyx
 Yzyx
 Xzyx
 zyzxz
 yzyxy
 σττ
 τστ
 (1)
 (2)
 (3)
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Integrando la III equazione dei equilibrio (3) tra gli estremi dellasezione trasversale–h/2eh/2. Il primo termine diviene
 EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 xxx
 h
 h
 xz
 h
 h
 xz Qx
 Qdz
 xdz
 x ,
 2/
 2/
 2/
 2/
 =∂
 ∂=∂∂=
 ∂∂
 ∫∫−−
 ττhh 2/2/ −−
 yyy
 h
 h
 yz
 h
 h
 yz Qy
 Qdz
 ydz
 y ,
 2/
 2/
 2/
 2/
 =∂
 ∂=
 ∂∂=
 ∂∂
 ∫∫−−
 ττ
 Il secondo termine:
 Infine il terzo termine: 000 , ≡⇒≡∂
 ∂⇒≡ zz
 zz z
 σσσ
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In conclusione, essendo:
 EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 z
 h
 h
 bdzZ =∫−
 2/
 2/
 0,, =++ zyyxx bQQ
 EQUILIBRIO ALLA TRASLAZIONE VERTICALE
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 0,, =++ zyyxx bQQ EQUILIBRIO ALLA TRASLAZIONE VERTICALE
 Ovviamente nelle piastre il carico si ripartisce traQx e Qy con ilgià visto funzionamento a strisce ortogonali
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Moltiplicando la I equazione di equilibrio (1) per z e integrandotra–h/2eh/2 :
 EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 0=+∂
 ∂+∂
 ∂+
 ∂∂
 Xzyxxzxyx ττσ
 (1)
 xxx
 h
 h
 x
 h
 h
 x Mx
 Mzdz
 xzdz
 x ,
 2/
 2/
 2/
 2/
 =∂
 ∂=∂∂=
 ∂∂
 ∫∫−−
 σσ
 Il primo termine diviene
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Il secondo termine:
 yxyxy
 h
 h
 yx
 h
 h
 yx My
 Mzdz
 yzdz
 y ,
 2/
 2/
 2/
 2/
 =∂
 ∂=
 ∂∂=
 ∂∂
 ∫∫−−
 ττ
 Il terzo termine:
 hh 2/2/ −−
 [ ] x
 h
 h
 xzh
 hxz
 h
 h
 xz Qdzzzdzz
 −=−=∂
 ∂∫∫
 −−
 −
 02/
 2/
 2/
 2/
 2/
 2/
 τττ
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Infine il quarto termine diviene:
 EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 002/
 2/
 ≡⇒=∫−
 XdzXzh
 h
 0,, =−+ xyxyxx QMM
 EQUILIBRIO ALLA ROTAZIONE
 (MOMENTI INTORNO A X)
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Analogamente dalla II equazione di equilibrio (2) moltiplicando
 per z e integrando tra–h/2eh/2
 0=+∂
 ∂+
 ∂∂
 +∂
 ∂Y
 zyxyzyxy τστ (2)
 0,, =−+ yyyxxy QMM
 EQUILIBRIO ALLA ROTAZIONE (MOMENTI INTORNO A Y)
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Tali equazioni sono sostanzialmente analoghe alla equazioni delletravi:
 0=−Tdx
 dM
 Le espressioni viste hanno un preciso significato fisico
 Nellepiastreil taglioQ si ripartiscetraM eMNellepiastreil taglioQx si ripartiscetraMx eMxy
 Il taglio Qy si ripartisce traMy eMxy
 y
 x
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 ANALOGIA FORMALE CON LE TRAVI
 0=+ pdx
 dT (1) 0,, =++ zyyxx bQQ
 TRAVI PIASTRE
 (I)
 0=−Tdx
 dM(2)
 0,, =−+ xyxyxx QMM
 0,, =−+ yyyxxy QMM
 (II)
 (III)
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Il carico applicato ad un elemento di trave è sopportato dallavariazione del taglio. Allo stesso modo la (I) esprime che il caricoapplicato ad un elemento di superficie della piastra è sopportatodalla variazione secondo x del taglioQx e da quella secondo y deltaglioQy
 Ovvero tutto avvienecomese vi fosserodue ordini di travi. TaleOvvero tutto avvienecomese vi fosserodue ordini di travi. Taleanalogia ha dato luogo alla interpretazione cosiddettaAGRATICCIO
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Analogamente la (1)
 esprime che il taglioT di una trave corrisponde ad una variazionedi momento flettente
 0=+ pdx
 dT
 Per le piastre vuol dire che ad un certo taglioQx corrisponde unavariazione di momentoMy secondo x ed una variazione dimomentoMxy secondo y
 0,, =++ zyyxx bQQ
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Quindi la (II) e la (III) caratterizzano il senso della collaborazionetra flessione e torsione utile a portare i carichi esterni
 0,, =−+ xyxyxx QMM
 0,, =−+ yyyxxy QMM ,, yyyxxy
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Inoltre le equazioni 0=−Tdx
 dM0=+ p
 dx
 dT
 descrivono l’isostaticità interna delle travi
 Noti T ed M in una sezione di trave è possibile determinarli intutti i punti conle soleequazionidi equilibrio
 Le equazioni (I), (II), (III) delle piastre esprimono invecel’ iperstaticità internadelle piastre nelle quali il carico esternobz sipuò ripartire in infinti modi
 tutti i punti conle soleequazionidi equilibrio
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Infine, abbiamo ottenuto quelle che sono chiamate
 EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 0,, =−+ xyxyxx QMM
 EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO DELLA PIASTRA
 0,, =−+ yyyxxy QMM
 0,, =++ zyyxx bQQ
 In termini di tensioni generalizzate
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EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO
 Ovvero derivando la I e la II equazione rispetto a x e y e ricordando
 che :
 0,, =++ zyyxx bQQ
 02 ,,, =+++ zyyyxyxyxxx bMMM
 Si ottiene:
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Le equazioni di equilibrio al contorno si possono scrivere nellaforma:
 EQUAZIONI DI EQUILIBRIO AL CONTORNO
 yzyzyyxxy
 xzxzyxyxx
 fnnn
 fnnn
 fnnn
 =⋅+⋅+⋅
 =⋅+⋅+⋅
 =⋅+⋅+⋅
 στττστττσ (1)
 (2)
 zzzyyzxxz fnnn =⋅+⋅+⋅ σττ (3)
 Con nx, ny, nz coseni direttori alla normale esterna (nz=0)
 y
 x
 n
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Moltiplicando per z ed integrando tra –h/2 e h/2 le equazioni diequilibrio al contorno (1) e (2)
 EQUAZIONI DI EQUILIBRIO AL CONTORNO
 yyyxxy
 xyxyxx
 pnMnM
 pnMnM
 =⋅+⋅
 =⋅+⋅
 Integrando tra –h/2 e h/2 la (3)
 zyyxx pnQnQ =⋅+⋅
 EQUAZIONI DI EQUILIBRIO AL CONTORNO DELLA PIASTRA
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EQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
 ( )ppp wvuw ,,⇒
 ( ) ( )xyyxppp wvu εεε ,,,, ⇒
 ( ) ( )τσσεεε ,,,, ⇒( ) ( )xyyxxyyx τσσεεε ,,,, ⇒
 ( ) ( )xyyxxyyx MMM ,,,, ⇒τσσ
 ( )xyyx MMMw ,,⇒
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Pz
 ββββ
 RELAZIONI COSTITUTIVE: INCOGNITE CINEMATICHE
 zv
 zu
 yP
 xP
 ⋅=⋅=ββ
 In termini di deformazionele equazioni relative agliabbassamenti:
 ββββx
 ββββx
 yz
 y
 v
 xz
 x
 u
 yPy
 xPx
 ∂∂
 ⋅=∂∂=
 ∂∂⋅=
 ∂∂=
 βε
 βεsi traducono in:
 wwP
 yP
 =

Page 48
                        
                        

Scriviamo quindi le deformazioni generalizzate (indipendenti daz) in termini di curvature
 RELAZIONI COSTITUTIVE
 xx
 x ∂∂= βχ x
 zx
 u xPx ∂
 ∂⋅=∂∂= βε
 xy
 y
 x
 yxxy
 yy
 x
 ∂∂
 +∂∂=
 ∂∂
 =
 ∂=
 ββχ
 βχ
 χ
 yz
 y
 v
 xx
 yPy ∂
 ∂⋅=
 ∂∂=
 ∂∂β
 ε
 xyxy
 yy
 xx
 z
 z
 z
 χγχεχε
 ⋅=
 ⋅=⋅=
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Poiché consideriamo valida la legge di Hooke
 ( ) ( )
 ( ) ( )xyxyy
 yxyxx
 zEE
 zEE
 χνχν
 ενεν
 σ
 χνχν
 ενεν
 σ
 ⋅+⋅⋅−
 =⋅+⋅−
 =
 ⋅+⋅⋅−
 =⋅+⋅−
 =
 11
 11
 22
 22
 RELAZIONI COSTITUTIVE: LEGGE DI HOOKE
 ( ) ( ) xyxyxyxy zEE
 G χν
 γν
 γτ
 νν
 ⋅+⋅
 =+⋅
 =⋅=
 −−
 1212
 11 22
 Nel caso dellaFLESSIONE E TORSIONE
 ( ) ( )xyyxxyyx τσσεεε ,,,, ⇒
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In termini matriciali:
 xy
 y
 x
 τσσ
 RELAZIONI COSTITUTIVE: RELAZIONI MATRICIALI
 ⋅⋅−
 = zE
 21 ν
 −100
 01
 01
 νν
 ν
 ⋅
 xy
 y
 x
 χχχ
 xyτ 200 xyχ
 Moltiplicando per z ed integrando tra –h/2 e h/2
 =⋅
 ∫−
 xy
 y
 xh
 hxy
 y
 x
 M
 M
 M
 zdz2/
 2/ τσσ
 ∫
 ∫
 ∫
 −
 −
 −
 ⋅⋅=
 ⋅⋅=
 ⋅⋅=
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 h
 h xyxy
 h
 h yy
 h
 h xx
 dzzM
 dzzM
 dzzM
 τ
 σ
 σ
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RELAZIONI COSTITUTIVE
 Moltiplicando per z ed integrando tra –h/2 e h/2
 ( ) ⋅−⋅
 ⋅=2
 3
 112 νhE
 xy
 y
 x
 M
 M
 M
 −2
 100
 01
 01
 νν
 ν
 ⋅
 xy
 y
 x
 χχχ
 xyM 200 xyχ
 Nel caso dellaFLESSIONE E TORSIONE
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Esprimiamo tutto nell’unica incognita di spostamentow
 yyy
 xxx
 ,
 ,
 ββχβχβχ
 +=
 ==
 RELAZIONI COSTITUTIVE
 xyyxxy ,, ββχ +=
 Poiché
 yy
 xx
 w
 w
 ,
 ,
 −=−=
 ββ
 xyxy
 yyy
 xxx
 w
 w
 w
 ⋅−=
 −=−=
 2χχχ
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EQUAZIONE DI COLLEGAMENTO: FLESSIONE
 Ponendo: ( )2
 3
 112 ν−⋅⋅= hE
 D
 ⋅−=
 DM
 M
 y
 x
 νν
 01
 01
 yy
 xx
 w
 w
 Rigidezza della piastra
 Mxy
 y
 −ν100
 xy
 yy
 w
 EQUAZIONE DI COLLEGAMENTO
 χ⋅= fCM
 ( ) ( )xyyxppp MMMwvu ,,,, ⇔
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EQUAZIONI DI COLLEGAMENTO
 Il passaggio sarà dunque del tipo
 ( )xyyx MMMw ,,⇒
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⋅−=
 D
 M
 M
 M
 xyxy
 yyy
 xxx
 ,
 ,
 ,
 −ννν
 100
 10
 01
 xxyy
 yyyy
 xxxx
 w
 w
 wCalcolando la derivata seconda di tutti i termini
 EQUAZIONE DI LAGRANGE
 E sostituendo nell’equazione indefinita di equilibrio
 D
 bwww z
 yyyyxxyyxxxx =++ 2 EQUAZIONE DI LAGRANGE
 02 ,,, =+++ zyyyxyxyxxx bMMM
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Moltiplicandoperz edintegrandotra–h/2 eh/2
 Nel caso delTAGLIO
 ( )
 ⋅
 ⋅+⋅
 =
 yz
 xz
 yz
 xz Eγγ
 νττ
 10
 01
 12
 EQUAZIONE DI COLLEGAMENTO: TAGLIO
 Moltiplicandoperz edintegrandotra–h/2 eh/2
 ( )
 ⋅
 ⋅+⋅⋅=
 =
 ∫
 − yz
 xz
 y
 xh
 h yz
 xz hEQ
 Qdz
 γγ
 νττ
 10
 01
 12
 2/
 2/
 EQUAZIONE DI COLLEGAMENTO
 γ⋅= tCQ
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