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            1 Dr Ilya Kuprov, 2019 ‐ http://spindynamics.org CHEM2024 ‐ Week 29 Lecture 2 ‐ Hydrogen atom, part II Chapter 3 of “Molecular Quantum Mechanics” by Atkins and Friedman, 5 th edition. 1. Angular part: θ angle The other angular equation is much harder, and we do not have the time to solve it:         2 2 2 2 cos sin sin m T T T aT                 (1) Here we shall simply write down its solutions (Table 1), and note that they must satisfy the periodicity condition     2 T T      , which yields   1 , 0 a ll l l      (2) The requirement for the solution to be well‐behaved also yields   , m ll  . The products of   T  and   F  that satisfy these constraints are called spherical harmonics and denoted   , lm Y   . Table 1. Explicit expressions for the spherical harmonics with the orbital quantum numbers of 0, 1, and 2. l m       , lm l m Y T F      0 0 1 4  1 +1 3 sin 8 i e     0 3 cos 4   –1 3 sin 8 i e     2 +2 2 2 15 sin 32 i e    +1 15 sin cos 8 i e      0   2 5 3cos 1 16    –1 15 sin cos 8 i e      –2 2 2 15 sin 32 i e     In chemistry, l is called orbital quantum number, and m is called magnetic quantum number. Angular plots of their real linear combinations (Figure 1), should be instantly recognisable to any chemist. 
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 CHEM2024‐Week29Lecture2‐Hydrogenatom,partII
 Chapter 3 of “Molecular Quantum Mechanics” by Atkins and Friedman, 5th edition. 
 1.Angularpart:θangle
 The other angular equation is much harder, and we do not have the time to solve it: 
   2 2
 2 2
 cos
 sin sin
 mT T T aT
    (1) 
 Here we shall simply write down  its solutions (Table 1), and note that they must satisfy the periodicity 
 condition  2T T , which yields 
   1 , 0a l l l l    (2) 
 The requirement for the solution to be well‐behaved also yields  ,m l l . The products of  T  and 
 F  that satisfy these constraints are called spherical harmonics and denoted  ,lmY . 
 Table 1. Explicit expressions for the spherical harmonics with the orbital quantum numbers of 0, 1, and 2. 
 l   m   ,lm l mY T F  
 0  0  1
 4
 1 
 +1  3sin
 8ie
 0  3cos
 4
 –1  3sin
 8ie
 2 
 +2  2 215sin
 32ie
 +1  15sin cos
 8ie
 0  253cos 1
 16
 –1  15sin cos
 8ie
 –2  2 215sin
 32ie
  
 In chemistry,  l  is called orbital quantum number, and m  is called magnetic quantum number. Angular 
 plots of their real linear combinations (Figure 1), should be instantly recognisable to any chemist. 
  

Page 2
                        

2 
 Dr Ilya Kuprov, 2019 ‐ http://spindynamics.org 
                  
  
 Figure 1. Angular plots of the real linear combinations of spherical harmonics with orbital quantum numbers of 0, 1, and 2. 
 2.Radialpart
 The radial part of the time‐independent Schrödinger equation was obtained in the previous lecture using 
 the variable separation procedure: 
   2 2
 22
 0
 21
 4
 r er R r E R r l l R r
 r r r
    (3) 
 where  l  was the orbital quantum number enumerating spherical harmonics in the angular part. Opening 
 up the first term using the product rule and dividing the entire equation by  2r  yields: 
   2 2
 2 2 20
 12 2
 4
 l leR r R r E R r R r
 r r r r r
    (4) 
 This equation is linear, but inseparable. Some idea of the substitution that might simplify it comes from 
 the analysis of its asymptotic behaviour at large distances. For  r , some terms become negligible: 
   2
 2 2
 20
 ER r R r
 r
    (5) 
 This one is easy to solve: 
   2 2
 2 2exp exp
 E ER r a i r b i r
    (6) 
 The solution must be real and must decay to zero at infinity. This requires the energy to be negative, and 
 also requires the first term to vanish: 
   2
 2exp
 ER r b r
    (7) 
 Since  the exponential multiplier describes  the overall decay of  the  solution at very  large distances,  it 
 makes sense to try to find the solution in the form of a product: 
   2
 2exp
 ER r b r r
    (8) 
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 where  b r  is some unknown function. After a very lengthy analysis, this function turns out to be a pol‐
 ynomial. The requirement for the solution to be well‐behaved and the boundary condition  0R  
 then make the energy spectrum discrete. The result is: 
  
 3
 240
 02 22
 2 11
 0
 0 0 0 0
 2
 4,
 2 4
 1 !2 2 2exp
 2 !
 l
 lnl n l
 n
 eE
 n l r r rR r L
 na n n l
 aen
 na na na
    (9) 
 where  2 11
 ln lL x  are polynomials called Laguerre polynomials, and the positive  integer  n   is known to 
 chemists as the principal quantum number. 
  
 Figure 2. Total probability of finding an electron at a given distance from the nucleus in a hydrogen atom in 1s (blue curve), 2s (orange curve), and 3s (green curve) quantum state. 
 The first few solutions are given in Table 1 and plotted in Figure 1. Note how rapidly the maximum of the 
 probability density moves away from the nucleus when the atom is excited. Atoms in very high excitation 
 states can be hundreds of micrometres across – such states are called Rydberg states. 
 Table 2. Normalised Hamiltonian eigenfunctions corresponding to 1s, 2s, and 2p orbitals of the hydrogen atom. 
 n   l   m   ,nl lmR r Y   
 1  0  0 3
 00
 1exp
 r
 aa
   
 2  0  0 3
 0 00
 12 exp
 24 2
 r r
 a aa
   
 2  1  –1  00
 5exp sin exp
 28
 r ri
 aa
   
 0 2 4 6 8 10 12 14
 0.0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1.0
 r, Angstrom
 totalprobability
 r2R1,02 r
 r2R2,02 r
 r2R3,02 r
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 0  00
 5exp cos
 24 2
 r r
 aa
   
 +1  00
 5exp sin exp
 28
 r ri
 aa
   
  
 The plots in Figure 1 have clearly visible global maxima. The distance from the nucleus to the radial max‐
 imum of the 1s orbital is called Bohr radius. Equation (9) already uses it to simplify notation; it is easy to 
 demonstrate that the maximum of  2 21,0r R r  occurs exactly at  0r a : 
   20
 0
 2exp 0 ...
 r
 r ar ar
    (10) 
 3.Quantumnumbers
 The three sets of integers that enumerate the eigenfunctions in Table 1 are called quantum numbers. They 
 arise from the three sets of boundary conditions on the corresponding coordinates. These conditions are 
 given in Table 2. 
 Table 3. Physical requirements on the components of hydrogen atom wavefunctions and the resulting constraints on the quantum numbers that enumerate them. 
 Coordinate  Conditions on the function  Result 
 r    well‐behaved,  0nlR    , 1, , 0, 1n n l n   
    well‐behaved,  2 , ,lm lmY Y    , ,l m l l   
    , 2 ,lm lmY Y    m   
  
 Thus, the structure of the Periodic Table is determined entirely by the mathematical requirements on the 
 solutions that must be well‐behaved and correctly periodic in 3D space. The fact that chemistry works as 
 expected is therefore experimental evidence that reality has only three spatial dimensions. 
 4.Generalsolution
 After assembling the radial, the angular, and the temporal part, we obtain the following general solution 
 for the time‐dependent Schrödinger equation for the hydrogen atom: 
   1
 1 0
 , , , , n
 n liE t
 nlm nl lmn l m l
 r t a R r Y e
    (11) 
 where the coefficients  nlma  are determined by the initial condition. Someone went through the trouble 
 of plotting XZ plane slices of some of the higher terms in this expansion and posting the plots to Wikipedia; 
 the plots are shown in Figure 2. Note that the equation given in the figure uses 
  0
 2r
 na    (12) 
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 as a shorthand that simplifies notation. Note also that spin does not enter the non‐relativistic version of 
 the problem considered here. Accurate treatment of spin effects is very complicated. 
  
  
 Figure 3. XZ slices through the probability density of some of the higher order spatial terms in Equation (11). Source: Wikipedia. 
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