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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 143
 4 Runge-Kutta-Verfahren
 4.1 Konstruktion
 Ausgangspunkt wie immer (Substitution: s = t+ τh, 0 ≤ τ ≤ 1)
 y(t+ h) = y(t) + [y(t+ h)− y(t)] = y(t) +∫ t+h
 t
 y ′(s) ds
 = y(t) + h
 ∫ 1
 0
 y ′(t+ τh) dτ.
 Approximiere durch Quadraturformel∫ 1
 0
 g(τ) dτ ≈m∑j=1
 βjg(γj). (∗)
 Damit zumindest g ≡ 1 exakt integriert wird, fordern wir∑mj=1 βj = 1.
 4 Runge-Kutta-Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 144
 Daraus folgt
 y(t+ h) ≈ y(t) + hm∑j=1
 βjy′(t+ γjh)
 = y(t) + hm∑j=1
 βjf (t+ γjh,y(t+ γjh)).
 (RK-1)
 Problem: y(t+ γjh) = y(t) +h∫ γj
 0y ′(t+ τh) dτ sind unbekannt. Naherungen
 wieder durch Quadraturformeln, aber mit den alten Knoten γj (j = 1, . . . ,m)
 aus (∗) (sonst wurden sich neue”Unbekannte“ y(t+ Knoten · h) ergeben).∫ γj
 0
 g(τ) dτ ≈m∑`=1
 αj,`g(γ`) (j = 1, . . . ,m). (∗∗)
 Damit zumindest g ≡ 1 exakt integriert wird, fordern wir∑m`=1 αj,` = γj
 ∀ j = 1, . . . ,m.
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 145
 Damit ergibt sich
 y(t+ γjh) ≈ y(t) + h∑m`=1αj,`y
 ′(t+ γ`h)
 = y(t) + h∑m`=1αj,`f (t+ γ`h,y(t+ γ`h)).
 (RK-2)
 Abkurzung: kj := f (t+ γjh,y(t+ γjh)) (j = 1, . . . ,m).
 (RK-2): kj ≈ f(t+ γjh,y(t) + h
 ∑m`=1 αj,`k`
 )(j = 1, . . . ,m).
 (RK-1): y(t+ h) ≈ y(t) + h∑mj=1 βj kj .
 m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren (RKV):
 yn+1 = yn + hm∑j=1
 βjkj mit
 kj = f
 (tn + γjh,yn + h
 m∑`=1
 αj,`k`
 )(j = 1, . . . ,m).
 (RKV)
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 146
 Butcher-Matrix
 (John Charles Butcher, ∗1933)
 (auch Runge-Kutta-ABC):
 γ1 α1,1 · · · α1,m
 ......
 ...
 γm αm,1 · · · αm,m
 β1 · · · βm
 Beispiele.
 0 0 0
 1 1 0
 1/2 1/2
 symbolisiert ein zweistufiges explizites RKV
 (ein RKV ist explizit, wenn αj,` = 0 ∀j ≤ ` gilt), namlich das verbesserte
 Euler-Verfahren.
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 147
 0 1/4 −1/4
 2/3 1/4 5/12
 1/4 3/4
 symbolisiert ein zweistufiges implizites RKV:
 k1 = f(tn,yn + 1
 4hk1 − 14hk2
 ),
 k2 = f(tn + 2
 3h,yn + 14hk1 + 5
 12hk2
 ),
 (”zwei“ i.A. nichtlineare Gleichungen fur k1 und k2)
 yn+1 = yn + 14h(k1 + 3k2).
 (Beispiel 2 aus Abschnitt 2.2 ist ein weiteres implizites zweistufiges RKV.)
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 148
 0 0 0 0
 1/2 1/2 0 0
 1 −1 2 0
 1/6 4/6 1/6
 symbolisiert ein dreistufiges explizites RKV.
 Verfahren dritter Ordnung von Kutta:
 k1 = f (tn,yn),
 k2 = f(tn + 1
 2h,yn + 12hk1
 ),
 k3 = f (tn + h,yn − hk1 + 2hk2),
 yn+1 = yn + 16h(k1 + 4k2 + k3).
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 149
 0 0 0 0
 1/3 1/3 0 0
 2/3 0 2/3 0
 1/4 0 3/4
 symbolisiert ein dreistufiges explizites RKV.
 Verfahren dritter Ordnung von Heun:
 k1 = f (tn,yn),
 k2 = f(tn + 1
 3h,yn + 13hk1
 ),
 k3 = f(tn + 2
 3h,yn + 23hk2
 ),
 yn+1 = yn + 14h(k1 + 3k3).
 (Vgl. Beispiel 1 aus Abschnitt 2.2.)
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 150
 0 0 0 0 0
 1/2 1/2 0 0 0
 1/2 0 1/2 0 0
 1 0 0 1 0
 1/6 2/6 2/6 1/6
 symbolisiert ein vierstufiges explizites RKV.
 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren:
 k1 = f (tn,yn),
 k2 = f (tn + 12h,yn + 1
 2hk1),
 k3 = f (tn + 12h,yn + 1
 2hk2),
 k4 = f (tn + h,yn + hk3),
 yn+1 = yn + 16h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4).
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg

Page 9
                        

Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 151
 Eine alternative Form von (RKV) ist
 yn+1 = yn + hm∑j=1
 βjf (tn + γjh, yj)
 mit yj = yn + hm∑`=1
 αj,`f (tn + γ`h, y`) (j = 1, . . . ,m).
 (RKV∗)
 Setze kj = f (tn + γjh, yj). Die yj konnen als Approximationen an die Losung
 y zur Zeit tn + γjh interpretiert werden, die kj als Approximationen an
 y ′(tn + γjh).
 4.1 Konstruktion Technische Universitat Bergakademie Freiberg

Page 10
                        

Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 152
 4.2 Konsistenzordnung
 Jedes RKV hat die Form
 yn+1 = yn + hΦf (yn, tn;h) mit Φf (yn, tn;h) =m∑j=1
 βjkj .
 Es ist ein Einschrittverfahren (ρ(ζ) = ζ − 1), also stabil und (vgl.
 Abschnitt 2.3) genau dann konsistent, wenn
 Φf (y(tn), tn; 0) = f (tn,y(tn))ρ′(1) erfullt ist, was hier zu∑mj=1 βj = 1
 aquivalent ist.
 Ein RKV ist deshalb genau dann konvergent, wenn
 m∑j=1
 βj = 1
 gilt.
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 153
 Um die Konsistenzordnung eines RKVs zu bestimmen (oder um m-stufige
 RKV mit moglichst hoher Konsistenzordnung zu konstruieren), sind wie im
 Fall der Taylor-Verfahren (siehe Abschnitt 2.5) komplizierte Rechnungen
 erforderlich. Wir untersuchen als Beispiel explizite dreistufige RKV,
 0 0 0 0
 γ2 γ2 0 0
 γ3 γ3 − α3,2 α3,2 0
 β1 β2 β3
 ,
 und entwickeln
 1hRn+1 =
 y(tn+1)− y(tn)h
 −Φf (y(tn), tn;h) =y(tn+1)− y(tn)
 h−
 3∑j=1
 βjkj
 nach Potenzen von h (unter der Voraussetzung, dass y bzw. f genugend oft
 differenzierbar sind).
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 154
 Fur skalare AWPe ergibt sich mit den Abkurzungen
 F := ft + fyf und G := ftt + 2ftyf + fyyf2
 (alle Ableitungen von f werden an der Stelle (tn, y(tn)) ausgewertet) die
 Beziehung
 y(tn+1)− y(tn)h
 = f +12Fh+
 16
 (G+ fyF )h2 + O(h3).
 Anderseits ist
 k1 = f(tn, y(tn)) = f,
 k2 = f(tn + hγ2, y(tn) + hγ2k1) = f + hγ2F + 12h
 2γ22G+ O(h3),
 k3 = f(tn + hγ3, y(tn) + h(γ3 − α3,2)k1 + hα3,2k2)
 = f + hγ3F + h2(γ2α3,2Ffy + 12γ
 23G) + O(h3).
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 155
 Das bedeutet:
 1hRn+1 =
 [1−
 ∑3j=1βj
 ]f +
 [12 − β2γ2 − β3γ3
 ]Fh
 +[( 13 − β2γ
 22 − β3γ
 23) 1
 2G+ ( 16 − β3γ2α3,2)Ffy
 ]h2 + O(h3).
 Folgerungen.
 1. Das Euler-Verfahren ist das einzige einstufige explizite RKV der Ordnung 1
 (β1 = 1). Es gibt kein einstufiges explizites RKV hoherer Ordnung.
 2. Die zweistufigen expliziten RKV der Ordnung 2 sind durch
 β1 + β2 = 1 und β2γ2 = 12
 charakterisiert. Beispiele sind das modifizierte (β1 = 0, β2 = 1, γ2 = 12 )
 und das verbesserte Euler-Verfahren (β1 = β2 = 12 , γ2 = 1). Kein
 explizites zweistufiges RKV besitzt die Ordnung 3.
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 156
 3. Explizite dreistufige RKV der Ordnung 3 sind durch die vier Gleichungen
 β1 + β2 + β3 = 1, β2γ22 + β3γ
 23 = 1
 3 ,
 β2γ2 + β3γ3 = 12 , β3γ2α3,2 = 1
 6
 charakterisiert. (Man kann zeigen, dass keine dieser Methoden die
 Ordnung 4 besitzt.) Beispiele sind das Verfahren von Heun (β1 = 14 ,
 β2 = 0, β3 = 34 , γ2 = 1
 3 , γ3 = α3,2 = 23 ) und das Verfahren von Kutta
 (β1 = 16 , β2 = 2
 3 , β3 = 16 , γ2 = 1
 2 , γ3 = 1, α3,2 = 2).
 4. Ahnliche (kompliziertere) Rechnungen zeigen, dass es eine
 zweiparametrige Familie expliziter vierstufiger RKV der Ordnung 4 gibt,
 von denen keines die Ordnung 5 besitzt. Ein Beispiel ist das klassische
 Runge-Kutta-Verfahren. Weitere Beispiele sind
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 0 0 0 0 0
 1/3 1/3 0 0 0
 2/3 −1/3 1 0 0
 1 1 −1 1 0
 1/8 3/8 3/8 1/8
 (3/8-Regel)
 0 0 0 0 0
 2/5 2/5 0 0 0
 3/5 −3/20 3/4 0 0
 1 19/44 −15/44 40/44 0
 55/360 125/360 125/360 55/360
 (Formel von Kuntzmann).
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 158
 Die oben beschriebene Methode, die Ordnung eines RKVs zu bestimmen, wird
 fur Verfahren hoherer Ordnung schnell unubersichtlich: Die Koeffizienten eines
 expliziten Verfahrens der Ordnung 3 mussen 4 Gleichungen erfullen (s.o.),
 wahrend bei einem Verfahren der Ordnung 8 bereits 200 nicht-lineare
 Gleichungen uberpruft werden mussen. Die sog. Butcher-Theorie (vgl. J. C.
 Butcher, The Numerical Analysis of Ordinary Differential Equations.
 Runge-Kutta and General Linear Methods. John Wiley & Sons, Chichester
 1987) erleichtert mit Hilfe graphentheoretischer Baume die Buchhaltung bei
 den partiellen Ableitungen von f und erlaubt eine elegante Berechnung der
 Ordnung eines gegebenen RKVs (sie liefert aber keine Methode, ein Verfahren
 mit gewunschter Ordnung zu konstruieren).
 Wir beschranken uns hier darauf, notwendige Ordnungsbedingungen
 abzuleiten, die sich aus den speziellen AWPen y′ = y+ t`−1, y(0) = 0, (` ∈ N)
 ergeben.
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 Satz 4.1 (Notwendige Ordnungsbedingungen fur RKV)
 Das durch die Butcher-Matrix
 c A
 b>
 definierte RKV besitze die Ordnung p. Dann gelten
 b>AkC`−1e =(`− 1)!(`+ k)!
 =1
 `(`+ 1) . . . (`+ k)fur ` = 1, 2, . . . , p und k = 0, 1, . . . , p− `.
 Dabei sind b := [β1, β2, . . . , βm]>, A := [αj,ν ]1≤j,ν≤m,
 C := diag(γ1, γ2, . . . , γm) und e := [1, 1, . . . , 1]> ∈ Rm.
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 160
 Spezialfalle der notwendigen Bedingungen aus Satz 4.1 sind (fur k = 0)
 b>C`−1e =m∑j=1
 βjγ`−1j =
 1`
 fur ` = 1, 2, . . . , p
 sowie (fur ` = 1 mit k ← k + 1)
 b>Ak−1e =1k!
 fur k = 1, 2, . . . , p.
 Bemerkung. Ein explizites m-stufiges RKV besitzt hochstens die
 Konsistenzordnung m, denn hier ist Am = O (A ist echte untere
 Dreiecksmatrix). Fur die optimale Ordnung p(m) eines expliziten m-stufigen
 RKVs gilt sogar p(m) ≤ m− 1 falls m ≥ 5, genauer:
 m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
 p(m) 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 9.
 4.2 Konsistenzordnung Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 4.3 Absolute Stabilitat
 Wir wenden ein m-stufiges RKV auf die Testgleichung y′ = λy an und
 erhalten mit h = λh
 yn+1 =[1 + hb>(Im − hA)−1e
 ]yn =: R(h)yn,
 so dass (bei festem h) limn→∞ yn = 0 (fur alle y0) genau dann gilt, wenn
 |R(h)| < 1 erfullt ist. In Analogie zu Abschnitt 3.5 definieren wir den
 Stabilitatsbereich eines RKVs durch
 RA := {h ∈ C : |R(h)| < 1}.
 Fur ein beliebiges m-stufiges RKV gilt
 R(h) = 1 + hb>(Im − hA)−1e = 1 +∞∑j=1
 hjbTAj−1e .
 4.3 Absolute Stabilitat Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 Besitzt das Verfahren die Ordnung p, so folgt
 R(h) =p∑j=0
 1j!hj +
 ∞∑j=p+1
 hjb>Aj−1e .
 Ist das RKV explizit, so folgt
 R(h) = 1 +m∑j=1
 hjbTAj−1e .
 Insbesondere hangt der Stabilitatsbereich eines m-stufigen expliziten RKVs der
 Ordnung m (1 ≤ m ≤ 4) wegen R(h) =∑mj=0
 1j! h
 j nicht von den
 Koeffizienten des Verfahrens ab. Außerdem besitzt kein explizites RKV einen
 unbeschrankten Stabilitatsbereich (denn R ist ein Polynom).
 4.3 Absolute Stabilitat Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 −4 −3 −2 −1 0 1 2−3
 −2
 −1
 0
 1
 2
 3Verfahren dritter Ordnung von Heun
 −4 −3 −2 −1 0 1 2−3
 −2
 −1
 0
 1
 2
 3klassisches Rung−Kutta−Verfahren
 4.3 Absolute Stabilitat Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 164
 4.4 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren
 Kein Verfahren zur Losung von AWPen arbeitet in der Praxis mit einer
 konstanten Schrittweite. Man wird vielmehr versuchen, die Schrittweite an das
 Verhalten der Losung y anzupassen (andert sich y in einem Bereich schnell, so
 ist dort eine kleine Schrittweite angebracht; in Bereichen, in denen y kaum
 variiert, ist eine großere Schrittweite ausreichend). Wir werden hier eine
 Schrittweitensteuerung vorstellen, die zum Ziel hat, den Konsistenzfehler
 Kn+1 := 1hRn+1 (wird in der Literatur oft lokaler Diskretisierungsfehler
 genannt, vgl. Abschnitt 2.3) zu kontrollieren:
 ‖Kn‖ ∼ tol, n = 1, 2, . . . ,
 mit einer vorgebenen Toleranz tol. Bei Systemen von DGen (insbesondere
 dann, wenn die Losungskomponenten von unterschiedlicher Großenordnung
 sind) wird man fur jede Komponente eine eigene absolute Fehlertoleranz und
 global eine relative Fehlertoleranz festsetzen.
 4.4 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen 165
 Das folgende Lemma besagt, dass mit dem Konsistenzfehler auch der
 (eigentlich interessante) globale Diskretisierungsfehler kontrolliert wird.
 Lemma 4.2
 Fur den globalen Diskretisierungsfehler en = y(tn)− yn eines Einschrittver-
 fahrens gilt
 ‖en‖ ≤ (tn − t0)κn exp(M(tn − t0)).
 Dabei ist κn := max{‖Kj‖ : j = 0, 1, . . . , n} und M die Lipschitzkonstante
 der Verfahrensfunktion (vgl. (V2) aus Abschnitt 2.2).
 Um den Konsistenzfehler zu schatzen, verwendet man zwei Methoden
 unterschiedlicher Konsistenzordnungen (sagen wir p und q mit p < q), um ynaus yn−1 zu berechnen:
 yn = yn−1 + hΦf (yn−1, tn−1;h) bzw. yn = yn−1 + hΦf (yn−1, tn−1;h).
 4.4 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 Fur die zugehorigen Konsistenzfehler gelten:
 Kn =y(tn)− y(tn−1)
 h− Φ(yn−1, tn−1;h) = O(hp),
 Kn =y(tn)− y(tn−1)
 h− Φ(yn−1, tn−1;h) = O(hq).
 Daraus folgt
 Kn − Kn = Φ(yn−1, tn−1;h)− Φ(yn−1, tn−1;h) = 1h (yn − yn).
 Wegen Kn − Kn = Kn(1 + O(hq−p)) ∼ Kn erhalten wir aus
 1h‖yn − yn‖ ∼ ‖Kn‖
 eine (grobe) Schatzung fur ‖Kn‖.
 4.4 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 Ist 1h‖yn − yn‖ > tol, so wird die Schrittweite h verworfen und mit(
 h
 h
 )p= α
 h tol
 ‖yn − yn‖(∗)
 eine neue Schrittweite h bestimmt (α ist hier ein Sicherheitsfaktor, etwa
 α = 0.9). Ausgehend von yn−1 werden jetzt neue Naherungen yn und yn (an
 der Stelle tn−1 + h) berechnet. Diesen Prozess wiederholt man so lange, bis1h‖yn − yn‖ ≤ tol erfullt ist. Dann wird (∗) verwendet, um eine neue
 (großere) Schrittweite fur den nachsten Schritt (n→ n+ 1) vorzuschlagen.
 Die Wahl von h nach (∗) motiviert sich folgendermaßen:
 benutzte Schrittweite h: 1h‖yn − yn‖ ∼ ‖Kn‖ = chp + O(hp+1) ∼ chp,
 erwunschte Schrittweite h: tol = ‖Kn‖ = chp + O(hp+1) ∼ chp.
 4.4 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 Um den Aufwand in Grenzen zu halten, verwendet man zur Berechnung von
 yn und yn zwei RKV (verschiedener Ordnungen), deren Butcher-Matrizen sich
 nur im Vektor b unterscheiden (d.h. A und c sind fur beide Verfahren gleich,
 so dass die Großen kj nur einmal berechnet werden mussen). Man spricht von
 eingebetteten RKV und schreibt
 c A
 b>
 b>
 , z.B.
 0 0 0
 1 1 0
 1 0
 1/2 1/2
 .
 Im Beispiel wird ein RKV der Ordnung 1 (das Euler-Verfahren) in ein RKV der
 Ordnung 2 (das verbesserte Euler-Verfahren) eingebettet.
 4.4 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 Ein populares Beispiel ist die Fehlberg 4(5)-Formel:
 0 0 0 0 0 0 014
 14 0 0 0 0 0
 38
 332
 932 0 0 0 0
 1213
 19322197 − 7200
 219772962197 0 1 0
 1 439216 −8 3680
 513 − 8454104 0 0
 12 − 8
 27 2 − 35442565
 18594104 − 11
 40 025216 0 1408
 256521974104 − 1
 5 016135 0 6656
 128252856156430 − 9
 50255
 Hier werden zwei sechsstufige RKV der Ordnungen 4 bzw. 5 kombiniert.
 4.4 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 4.5 Implizite und halb-implizite Verfahren
 Ist die Matrix A eines m-stufigen RKVs keine echte untere 4-Matrix (ist das
 RKV also implizit), so muss in jedem Zeitschritt ein nicht-lineares
 Gleichungssystem der Form
 k1 = f (tn + γ1h, h∑m`=1α1,`k`)
 ......
 ...
 km = f (tn + γmh, h∑m`=1αm,`k`)
 (�)
 gelost werden. Dieses System hat also mn Unbekannte, wenn y ′ = f(t,y) aus
 n Gleichungen besteht. Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes erkennt
 man, dass (�) fur genugend kleine h eindeutig losbar ist. In der Praxis wird
 man dieses System aber nicht mit der Fixpunktiteration, sondern mit einem
 Newton- bzw. Quasi-Newton-Verfahren losen.
 4.5 Implizite und halb-implizite Verfahren Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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 Ist A eine untere (aber keine echte untere) 4-Matrix, so nennt man das
 zugehorige RKV halb-implizit. Das System (�) zerfallt dann in m Systeme mit
 jeweils n Unbekannten.
 Implizite RKV werden oft mit Hilfe von Gauß-Quadraturformeln konstruiert.
 Dies sind Formeln der Bauart∫ b
 a
 g(τ)dτ =m∑j=1
 βjg(γj) +Rm(g).
 Hier werden die Gewichte βj und Knoten γj so gewahlt, dass Rm(p) = 0 fur
 Polynome p moglichst hohen Grades d erfullt ist. Man kann zeigen (vgl.
 Numerik I), dass eine optimale Wahl auf d = 2m fuhrt (man sagt die
 Quadraturformel hat Exaktheitsgrad 2m).
 Die zugehorigen RKV (auch sie werden Gauß-Formeln genannt) haben die
 Ordnung 2m. Beachte, dass kein m-stufiges RKV eine hohere Ordnung
 besitzen kann. Warum?
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 Fur m = 1 ergibt sich die implizite Mittelpunktsregel1/2 1/2
 1,
 welche die Ordnung 2 besitzt.
 Fur m = 2 und m = 3 ergeben sich die Gauß-Formeln
 3−√
 36
 14
 3−2√
 312
 3+√
 36
 3+2√
 312
 14
 12
 12
 bzw.
 5−√
 1510
 536
 10−3√
 1545
 25−6√
 15180
 12
 10+3√
 1572
 29
 10−3√
 1572
 5+√
 1510
 25+6√
 15180
 10+3√
 1545
 536
 518
 49
 518
 mit den Konsistenzordnungen 4 bzw. 6.
 Bei Gauß-Radau-Integrationsformeln wahlt man einen Knoten als (entweder
 linken oder rechten) Endpunkt des Integrationsintervalls.
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 Die ubrigen Knoten und alle Gewichte werden so bestimmt, dass sich ein
 moglichst hoher Exaktheitsgrad ergibt. Man kann zeigen, dass eine
 Gauß-Radau-Formel mit m Knoten den Exaktheitsgrad 2m− 1 besitzt. Daher
 haben die zugehorigen impliziten RKV die Konsistenzordnung 2m− 1. Zu
 dieser Klasse gehoren die Verfahren
 1 1
 1und
 13
 512 − 1
 12
 1 34
 14
 34
 14
 .
 Schließlich kann man noch beide Enden des Integrationsintervalls als Knoten
 wahlen und die ubrigen Daten so bestimmen, dass die zugehorige
 Integrationsformel den Exaktheitsgrad 2m− 2 (bzw. das zugehorige implizite
 RKV die Konsistenzordnung 2m− 2) besitzt. Man spricht von
 Gauß-Lobatto-Formeln. Ein Beispiel ist die Trapezregel (fur m = 2).
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 Ein Vorteil von impliziten gegenuber expliziten RKV ist ihr wesentlich großerer
 Stabilitatsbereich (wird ausfuhrlicher im nachsten Kapitel diskutiert). Wir
 betrachten die Trapezregel
 0 0
 1 1/2 1/2
 1/2 1/2
 d.h.
 k1 = f (tn,yn),
 k2 = f (tn+1,yn + h(k1 + k2)/2),
 yn+1 = yn + h(k1 + k2)/2,
 oder kurzer: yn+1 = yn + h(f (tn,yn) + f (tn+1,yn+1))/2.
 Die zugehorige Stabilitatsfunktion ist R(h) = (1 + h/2)/(1− h/2) und es gilt:
 |R(h)| < 1 ⇔ |1 + h/2| < |1− h/2| ⇔ Real(h) < 0. Die Trapezregel ist daher
 A-stabil. (Man nennt ein Verfahren A-stabil, wenn sein Stabilitatsbereich die
 (offene) linke Halbebene enthalt.)
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 4.6 Kollokationsmethoden
 Kollokationsmethoden sind spezielle implizite RKV, die — auf Grund ihrer
 Konstruktion — sehr viel leichter zu analysieren sind als allgemeine RKV.
 Mit gegebenen 0 ≤ γ1 < γ2 < · · · < γm ≤ 1 setzen wir t(j) := tn + γjh
 (j = 1, 2, . . . ,m) und suchen ein”Polynom“ p vom Grad ≤ m (bei Systemen
 von k DGen ist das ein”Vektor“ p = [p1, p2, . . . , pk]> aus k Polynomen vom
 Grad hochstens m), das die Interpolationsbedingungen
 p(tn) = yn, p ′(t(j)) = f (t(j),p(t(j))) (j = 1, 2, . . . ,m)
 erfullt. Die Naherung yn+1 an der Stelle tn+1 wird dann definiert durch
 yn+1 := p(tn+1).
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 p ′ ist ein Polynom vom Grad m− 1, das durch die letzten m dieser
 Interpolationsbedingungen eindeutig bestimmt ist. In Lagrange-Form besitzt es
 die Darstellung
 p ′(tn + τh) =∑mj=1`j(tn + τh)kj
 mit `j(tn + τh) =∏mj 6=i=1
 τ − γiγj − γi
 und kj := p ′(t(j)).
 Jetzt folgt fur jedes i ∈ {1, 2, . . . ,m}
 p(t(i))− p(tn) =∫ t(i)
 tnp ′(tn + sh) ds =
 ∫ t(i)
 tn
 ∑mj=1`j(tn + sh)kj ds
 = h∑mj=1
 (∫ γi
 0`j(r) dr
 )kj =: h
 ∑mj=1αi,jkj .
 Analog:
 p(tn+1)− p(tn) = h∑mj=1
 (∫ 1
 0`j(r) dr
 )kj =: h
 ∑mj=1βjkj .
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 Daraus folgt
 yn+1 = p(tn+1) = p(tn) + h∑mj=1βjkj = yn + h
 ∑mj=1βjkj
 mit kj = p ′(t(j)) = f (t(j),p(t(j))) = f (tn + γjh,yn +∑m`=1αj,`k`).
 Mit anderen Worten: Jedes Kollokationsverfahren ist ein (implizites) RKV.
 Implementiert wird es in der Form (RKV) bzw. (RKV∗), d.h. zu gegebenen γj(j = 1, 2, . . . ,m) bestimmt man zunachst
 αi,j =∫ γi
 0`j(r) dr und βj =
 ∫ 1
 0`j(r) dr
 (i, j = 1, 2 . . . ,m).
 Nicht jedes implizite RKV ist ein Kollokationsverfahren.
 Beispiel.
 0 0 0
 2/3 1/3 1/3
 1/4 3/4
 reprasentiert kein Kollokationsverfahren.
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 Satz 4.3 (Konsistenzordnung bei Kollokationsverfahren)
 Fur ein m-stufiges Kollokationsverfahren mit der Butcher-Matrix
 c A
 b>
 sind die folgenden drei Aussagen aquivalent:
 • Das Verfahren besitzt die Konsistenzordnung m+ p.
 •∫ 1
 0τ j∏mj=1(τ − γj) dτ = 0 fur j = 0, 1, . . . , p− 1.
 • b>C`−1e = 1/` fur ` = 1, 2, . . . ,m+ p.
 Dabei sind C := diag(γ1, γ2, . . . , γm) und e := [1, 1, . . . , 1]> ∈ Rm.
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